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E Wstep

Cel 1 zakres skryptu

Skrypt jest pomocg do wyktadu Wistep do optyki kwantowej na Wydziale Podstawowych Pro-
blemoéw Techniki Politechniki Wroctawskie;j.

W zamysle autora prezentacja ,fenomenologiczna” (nieco jedynie wzmocniona podstawami
rachunku prawdopodobienstwa) ma umozliwi¢ studentom zrozumienie istoty omawianych zja-
wisk, a takze nabycie wlasciwej intuicji oraz umiejetnosci przewidywania zjawisk bez koniecz-
noéci wykonywania rachunkéw, w mysl niezwykle trafnego stwierdzenia Richarda Feynmana:
Nigdy nie siadaj do rachunkoéw, dopdki nie znasz rozwiqzania. Takie podejScie umozliwia tez
przyswojenie podstawowych pojec studentom, ktérzy nie wykazuja szczegélnego zaciecia teo-
retycznego lub nie maja solidnego przygotowania formalnego. Wiele partii materiatu z tej czesci
inspirowanych jest znakomitym podrecznikiem Marka Foxa Quantum Optics: An Introduction
(Oxford 2006). CzeS¢ rozszerzen odpowiada treSciom zwartym w podreczniku R. Loudon, The
Quantum Theory of Light.

Zaktadana wiedza wstepna

Zaklada sig, ze student zna mechanike kwantowq na poziomie przynajmniej semestralnego
wykladu, a takze podstawy rachunku prawdopodobienistwa, a w przynajmniej pojecia rozkladu
prawdopodobienistwa oraz prawdopodobienistwa warunkowego. Godnymi polecenia podrecz-
nikami mechaniki kwantowej sa L. Marchildon, Quantum Mechanics oraz C. Cohen-Tannoudji,
B. Diu, E Laloé, Quantum Mechanics, t. 1,2. Z podstawami rachunku prawdopodobieristwa moz-
na sie zapoznac¢ w podrecznikach matematyki dla inzynieréw, np. D. A. McQuarrie, Matematyka
dla przyrodnikow i inzynieréw, tom 3, a takze (w znacznie szerszym zakresie) w standardowych
podrecznikach rachunku prawdopodobienstwa, np. W. Feller, Wstep do rachunku prawdopodo-
bieristwa. Poszczegblne zagadnienia oméwione sa réwniez (mniej lub bardziej sensownie) na
stronach Wikipedii, z tym Ze poleca sie raczej wersje angielska.
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Rozdzial

1 Wprowadzenie: o czym jest optyka kwantowa

W tym rozdziale przypomnimy sobie w zarysie wczesne etapy historycznego rozwoju teo-
rii kwantowej, ktére doprowadzily do aktualnego rozumienia Swiatla jako strumienia czastek —
fotonéw!, oraz przeanalizujemy krytycznie wspétczesny eksperyment ,detekcji pojedynczych
foton6w”. Nastepnie scharakteryzujemy zakres zagadnien, jakimi zajmuje si¢ optyka kwantowa.
W ostatnim podrozdziale zajmiemy si¢ formalnym, matematycznym opisem statystyki niezalez-
nych zdarzen, zachodzacych w losowych chwilach czasu, co bedzie nam potrzebne w dalszym
toku wyktadu.

Fotony: troche historii

Juz Isaac Newton wierzyl, ze Swiatlo jest strumieniem czgstek. Mierzac si¢ z obserwowanymi
zjawiskami rozszczepienia Swiatta, zalamania, dyfrakcji i polaryzacji, stworzyl teoretyczny opis
(opublikowany w 1704 roku), ktory jednak ostatecznie nie byt w stanie w pelni wyjasnic tych
zjawisk i dzi§ ma znaczenie wylgcznie historyczne. W wieku 18. stopniowo coraz wieksze uzna-
nie zdobywat poglad o falowej naturze Swiatta, ktéry w szczeg6lnosci poprawnie i w naturalny
sposOb opisywal zjawisko dyfrakcji. Rozwdj teorii Maxwella opisujgcej pole elektromagnetycz-
ne stworzyl formalne podwaliny falowej natury Swiatta (Maxwell wykazat, ze Swiatlo jest fala
elektromagnetyczng, w roku 1862). Od tego czasu teoria falowa uznawana byla za ,poprawng”.

Pierwsza obserwacja, ktéra podwazyta klasyczne, falowe rozumienie $wiatta, dotyczyta pro-
mieniowania rownowagowego, czyli promieniowania, ktére w wyniku wielokrotnej absorpciji i
emisji jest w rownowadze z materig o ustalonej temperaturze. Do rozwazan teoretycznych wy-
godnym modelem jest pudio (rezonator) z promieniowaniem, jesli wewnetrzne $cianki pudia
calkowicie pochtaniajg energie. Ten sam opis teoretyczny stosuje sie jednak do kazdego inne-
go obiektu, ktéry absorbuje cate padajace promieniowanie (ciata doskonale czarnego) i emituje
promieniowanie bedace w r6wnowadze z materig, np. do gwiazd.

W roku 1900 John William Strutt, trzeci baron Rayleigh (zwany powszechnie Lordem Ray-
leighem) wykazat, Ze jesli kazdemu modowi promieniowania w rezonatorze (pudle) przydzieli¢
energie ky T, jak to wynika z klasycznej zasady ekwipartycji energii (kg to stata Boltzmanna, a T -

Teoria klasyczna
(Rayleigh—Jeans)

Rys. 1.1. Obliczone widmo promieniowania rownowa-
gowego dla kilku temperatur oraz widmo przewidywa-
ne przez klasyczny model Rayleigha—Jeansa. Zrédto: 0 e E— , —

o o . . 0 0,5 1 15 2 25 3
Wikimedia Commons/Domena publiczna dhugosé fali (um)

radiancja spektralna kW sr't m2 nm-1

! Te zagadnienia omawiane sa w podrecznikach podstaw fizyki, np. 1. W. Sawieliew Wyktady z fizyki albo w
dostepnym on-line podreczniku Fizyka dla szkot wyzszych, t. 3.
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Rozdziat 1. Wprowadzenie: o czym jest optyka kwantowa

temperatura), to gesto$¢ energii zgromadzonej w modach o wysokiej czestosci jest nieskoriczo-
na (dowdd zostat sformalizowany przez sir Jamesa Jeansa w 1905 roku). Modem pola nazywamy
w tym przypadku kazda mozliwg fale stojaca w pudle (pojecia tego uzywa sie tez dla fal propagu-
jacych). Prosty rachunek dla szeSciennego pudta pokazuje, ze liczba modow o dltugo$ciach fali w
przedziale AA wokoét wartosci A jest proporcjonalna do A~#A ), a wiec jest rozbiezna przy A — 0.
Jesli kazdy mod ma takg sama Srednig energie, to rowniez energia na przedzial dtugosci fali (czyli
widmowa albo spektralna gestos¢ energii) jest rozbiezna (czarna linia na rysunku 1.1). Energia
promieniowania w ustalonym przedziale dtugos$ci fali emitowanego przez otwér w pudle (czyli
radiancja widmowa albo spektralna) rowniez bylaby wtedy rozbiezna, a catkowita emitowana
energia bylaby nieskoniczona. Rozbieznos$¢ dla krotkich fal nazwano , katastrofag w nadfiolecie”.
W rzeczywistos$ci nic takiego oczywisScie sie nie obserwuje.

W roku 1900 Max Planck podat wzor (odgadniety) dobrze opisujacy faktycznie obserwowa-
ng emisje z opisanego wyzej rezonatora z otworem, a nastepnie pokazat, ze da si¢ go odtworzyc,
gdyby ,hipotetycznie” zalozy¢, Ze energia moze by¢ wymieniana pomiedzy promieniowaniem
a materia (Sciankami pudta) jedynie porcjami. Zatézmy?, Ze energia modu promieniowania nie
zmienia sie¢ w sposéb ciagly, lecz moze jedynie by¢ przydzielana lub odbierana porcjami (ktére
Planck nazwal kwantami) o warto$ci iw, gdzie w jest czestoscig modu, a 71 to stata Plancka. Wte-
dy zgodno$¢ z zasadami termodynamiki wymaga, zeby prawdopodobienistwo posiadania przez
mod n kwantéw energii byto proporcjonalne do exp[—nhw/ (kg T)]. Dla modéw o wysokich cze-
sto$ciach (fiw > kg T), czyli o matych dtugosciach fal, prawdopodobienistwo wzbudzenia choc¢-
by jednym kwantem energii staje sie wyktadniczo mate, wiec — inaczej niz w przypadku klasycz-
nej ekwipartycji — energia tych modow jest praktycznie zerowa. Przy takim zalozeniu widmowa
gestoéc¢ energii w zaleznosci od czestosci® opisywana jest rozktadem Plancka,

3 howd 1
- m2c3 explhw/ (kgT)] -1’

u(w) (1.1)

ktéry wykladniczo maleje do 0 dla duzych czestoSci. Prawo Plancka, dla r6znych temperatur,
przedstawione jest kolorowymi liniami na rysunku 1.1 (w funkcji dtugosci fali). Model ciata do-
skonale czarnego dobrze opisuje emisje promieniowania przez obiekty, w ktérych w wyniku ab-
sorpcji i re-remisji promieniowanie jest w réwnowadze termodynamicznej z materig o ustalonej
temperaturze. Przykladem sg gwiazdy: zgodnos$¢ obserwowanego widma promieniowania sto-
necznego z przewidywaniami rozktadu Plancka potwierdza jego poprawnos¢ (rysunek 1.2).
Kolejnym zjawiskiem, dla ktérego zawiodt opis klasyczny, jest efekt fotoelektryczny (Hein-
rich Hertz, 1887; rysunek 1.3). Swiatto padajace na metaliczng powierzchnie emitera wybija
elektrony, ktére maja pewng poczatkowg energie kinetyczng. Poruszajq si¢ one do kolektora
w polu potencjatu zadanego zewnetrznym napieciem V,,, o takiej polaryzacji, ze hamuje ono

= 2
E wiatto stoneczne ponad atmosferg
Eus
2 )
. . . . . . = rownowagowe 5778K
Rys. 1.2. Obliczone widmo promieniowania réwno- & i |
] I Swiatto stoneczne na poziomie morza
wagowego dla temperatury 5778 K oraz obserwowa- § |/
. . . . =05/
ne widmo promieniowania stonecznego ponad atmos- = "/
fera i na powierzchni Ziemi. Zrédto: adaptacja pracy 0 —
750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500

Nick84/Wikimedia Commons/CC-BY-SA-3.0. Dtugog¢ fali (nm)

2 To nie jest oryginalne rozumowanie Plancka, tylko wsp6tczesny podrecznikowy wywéd. Rozwazanie zblizone
do oryginalnego mozna znaleZ¢ w podreczniku Feynmana.

3 Taka posta¢ bedzie nam potrzebna. Réwnowazna postaé¢ rozktadu Plancka w funkcji dtugoéci fali mozna
znalez¢ w podrecznikach albo w Wikipedii
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1.1. Fotony: trochg historii

Rys. 1.3. Uproszczony schemat ukladu do pomiaru W)
efektu fotoelektrycznego. E — emiter; K — kolektor; po- ~
maranczowe strzatki symbolizuja padajace promienia- I
nie, a niebieska strzatka - ruch elektronu. Gext

®

ruch elektronéw. Gdy réznica energii potencjalnych elektronu pry kolektorze i emiterze, réwna
eV staje sie wieksza od energii kinetycznej najszybszych wybijanych elektronéw, zaden z nich
nie dociera do kolektora i prad w obwodzie spada do zera (rysunek 1.4). Napiecie zewnetrzne,
przy ktorym sie to dzieje (S, na wykresach na rysunku 1.4), jest wiec miarg maksymalnej energii
kinetycznej elektronow.

W klasycznej elektrodynamice energia przekazana swobodnemu elektronowi przez pole
elektryczne wiazki jest proporcjonalna do natezenia wigzki i czasu. Stad nalezaloby sie
spodziewac, ze wzrost natezenia Swiatla powinien powodowal wzrost energii kinetycznej
emitowanych elektronow, a wigc wzrost granicznego napiecia V. Nic takiego si¢ nie dzieje
(rysunek 1.4a); ros$nie jedynie warto$¢ fotopradu (liczba wybijanych elektronéw) dla napie¢
ponizej V.. Nie obserwuje si¢ tez op6zZnienia w emisji elektronéw czy tez wzrostu ich
energii kinetycznej z czasem, przewidywanego przez teorie klasyczng. Natomiast wzrost
czestoSci Swiatlta zwieksza energie kinetyczng elektronéw (rysunek 1.4b). Wyjasnienie tych
nieoczekiwanych wilasnosci zaproponowat Albert Einstein (1905). Zapostulowal on, ze wigzka
Swiatla sklada sie z paczek energii (nazwanych pdzZniej fotonami) o wartos$ci postulowanej
wczedniej przez Plancka (fiw), ktére mogg by¢ pochtaniane jedynie w calo$ci, a pochtoniecie
przez jeden elektron wiecej niz jednej paczki energii jest mato prawdopodobne. Wtedy
maksymalna energia kinetyczna elektronu réwna jest energii fotonu pomniejszonej o prace
niezbedng do uwolnienia elektronu z metalu (prace wyjscia) i zalezy tylko od energii fotonu, a
wiec od czestos$ci $wiatla, zgodnie z wynikami doSwiadczen.

Trzecig obserwacja, ktéra ostatecznie doprowadzita do sformutowania koncepcji fotonu jako
czastki, jest rozpraszanie promieniowania o wysokiej czestosci na tarczach grafitowych (Arthur
Compton, 1923; rysunek 1.5). Klasyczna elektrodynamika méwi, ze tadunek poddany dziataniu
sily periodycznej (pochodzacej od pola elektrycznego fali elektromagnetycznej) w stanie usta-
lonym bedzie drgatl z czestoSciq sity wymuszajacej, czyli z czestoscig fali — jest to dobrze znane
zagadnienie wymuszonego oscylatora harmonicznego. Drgajacy harmonicznie tadunek emituje
fale elektromagnetyczne w réznych kierunkach, ale zawsze o czestosci swoich drgan*. Taki mo-
del (rozpraszanie Thomsona) jest stuszny, o ile mozna pomina¢ efekty pola magnetycznego, a

A A

3 &

g g
Rys. 1.4. Schematyczna prezenta- 2 Wzrost 2
cja wynikéw pomiaru efektu foto- natezenia Warost
elektrycznego: Zaleznos$¢ fotopra- Swiatia g@?;:,;sc'
du od napiecia zewnetrznego przy a) b)
zmianie natezenia (a) i czestoSci (b) t T/ t ot ;
$wiatla. 1% ext et

N

4 Patrz podrecznik elektrodynamiki Griffithsa lub wyktady Feynmana.
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S ~~_Detektor

Szczeliny

kolimujace
Rys. 1.5. Uklad do badania efektu Comptona. Zr6- ‘ ) |

i
dto: Katalyst Foundation/Fizyka dla szkél wyzszych, Ziodlo gTr;‘lfozia FFJ
t.3/CC-BY-SA-3.0. rentgenowskie /
A —] AN =6-10"%nm fo—{AA =22-10"3nm

Rys. 1.6. Typowe wyniki
pomiaru efektu Comp- £ e oo o
tona. Zrédlo: Katalyst ;;T
Foundation/Fizyka
dla  szkét  wyzszych,
£.3/CC-BY-SA-3.0. N siai T o T

wiec dla matych natezen i czestoSci fali elektromagnetycznej. Z kolei w przypadku dostatecznie
duzych natezen i czesto$ci elektron przyspieszany jest do predkosci relatywistycznych, co powo-
duje dryf powodowany sitg Lorentza® i zwigzane z tym przesuniecie Dopplera re-emitowanego
(rozproszonego) $wiatla. Efekt ten znika jednak w granicy matych natezert promieniowania.
Tymczasem obserwuje sie (rysunek 1.6) przesuniecie dtugosci fali rozproszonego $§wiatla w za-
lezno$ci od kata rozpraszania 6 (zaznaczonego na rysunku 1.5) dla dowolnie matego natezenia
promieniowania.

Wyjasnienie obserwowanego zjawiska podal Compton, proponujac jego opis w jezyku spre-
zystego zderzenia czastek o okreSlonej energii i pedzie. W tym opisie foton ma nie tylko energie
hw zaproponowang przez Plancka, ale tez ped p = hik = hiw/c, gdzie k jest liczba falowg pro-
mieniowania. Ma wiec wszystkie atrybuty czastki. Wysoka czesto$¢ promieniowania oznacza
wysoka energie paczek fal, ktéra pozwala pominaé wzglednie stabe zwigzanie zewnetrznych
elektronéw w atomach tarczy i traktowacé je jako swobodne®. Taki czasteczkowy opis pozwala
odtworzy¢ wyniki pomiaréw.

Wyniki tych historycznych doswiadczen, zwlaszcza do§wiadczenia Comptona, przekonaty
fizykow o realno$ci istnienia fotonu. Bylo to jednak w jakims$ stopniu ,wnioskowanie z poszlak”,
poniewaz we wszystkich tych eksperymentach mamy do czynienia z wielkimi liczbami fotonow.
Obecnie mamy do dyspozycji detektory, ktére sygnalizujg pojedyncze zdarzenia detekcyjne. W
interpretacji tych pomiaréw kazde takie zdarzenie jest zwigzane z detekcjg pojedynczego fotonu
i moze sie wydawac, ze takie eksperymenty z ,detekcja pojedynczych fotonéw” dowodza ich
realnego istnienia. Jak sie za moment przekonamy;, tak nie jest.

,Detekcja pojedynczych fotonow”

Standardowy detektor, np. powszechnie uzywana fotodioda lawinowa (avalanche photodio-
de, APD) generuje sygnal na wyjsciu (umoéwmy sie, Ze jest on rejestrowany jako prad na wyjsciu
detektora) proporcjonalny do natezenia $wiatta (rysunek 1.7(a))’. Jednak gdy natezenie wiazki

5 Mozna to rozumie¢ jako efekt ci$nienia promieniowania — patrz podrecznik elektrodynamiki Griffithsa.

5 Drugie maksimum na rysunku 1.6 odpowiada oddzialywaniu z silnie zwigzanymi elektronami rdzenia, na
ktérych promieniowanie rozprasza sie jak na calych atomach. Brdzo duza masa atomu (w poréwnaniu z elektro-
nem) powoduje, ze przesuniecie dtugosci fali jest w takim przypadku bardzo mate.

7 Pomijamy tu kwestie fluktuacji pradu detektora, ktéra zajmiemy sie pézniej.
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1.2. , Detekcja pojedynczych fotonow”

(a) Tryb liniowy

7 malejgce natezenie
wigzki
APD = N\
X
Rys. 1.7. Detekcja Swiatta przy uzy- t
ciu fotodiody lawinowej w trybie li- (b) Tryb zliczania pojedynczych fotonow (Geigera)
J
niowym (a) i w trybie Geigera (b).
Wykresy po prawej stronie ilustru- SPAD >
ja schematycznie przebieg czasowy |_| |_|
pradu detektora. [

staje sie bardzo mate, detektor (nieco inny niz poprzednio lub pracujacy w innym trybie, na-
zywanym trybem Geigera — single-photon avalanche diode, SPAD) zaczyna generowac sygnat w
postaciimpulsow (rysunek 1.7(a)) pojawiajacych sie w losowych chwilach czasu, zgodnie z pew-
ng statystyka, ktérg zajmiemy sie za chwile. Podobnie jest w przypadku standardowego ekspe-
rymentu interferencyjnego Younga (z dwiema szczelinami)®. W przypadku bardzo matego nate-
zenia wiazki obraz interferencyjny powstaje stopniowo jako suma wielu pojedynczych zdarzen
detekcyjnych zachodzacych punktowo w okreslonych chwilach czasu. Kuszaca jest interpreta-
cja wigzaca te impulsy badZ punktowe zdarzenia detekcyjne z detekcja pojedynczych fotonow z
wigzki. Jest ona uprawniona, jesli uprzednio przyjmiemy model fotonowy. Jednak dyskretny ciag
zdarzen detekcyjnych nie dowodzi, ze Swiatto ma nature dyskretng (czasteczkowa); wystarczy
zalozy¢, ze kwantowg nature ma detektor. Zobaczmy, ze w takim przypadku faktycznie spodzie-
wamy sie dyskretnych zdarzen detekcyjnych, nawet jesli zrodto jest klasyczne.

Zal6zmy, ze Swiatlo jest falg. Jesli wigzka jest staba, to efekt pola magnetycznego mozna po-
minac i oddzialywanie Swiatta z materig w przyblizeniu dipolowym ma znang z klasycznej elek-
trodynamiki postac sprzezenia momentu dipolowego d (ktdry jest obserwablg charakteryzujaca
uktad materialny — tu detektor) z polem elektrycznym wiazki Swiatta £(¢),

V=-d-&E1)=-d-Eycoswt, (1.2)

gdzie w jest czestoScig $wiatta. Sygnal detekcji pojawia sie w wyniku przej$cia kwantowego z
dyskretnego stanu podstawowego detektora do jednego ze stanéw wzbudzonych tworzacych
continuum pod wpltywem sprzezenia ze Swiatlem (rysunek 1.8). W strukturze p6tprzewodniko-
wej jest to wzbudzenie miedzypasmowe; to pojedyncze wzbudzenie jest potem wzmacniane do
makroskopowego sygnatu poprzez efekt lawinowy, czym nie musimy sie tu zajmowac. Poniewaz
wigzka ma mate natezenie, zaburzenie pochodzace od oddziatywania jest stabe i mozemy zasto-
sowac ztotg regute Fermiego opisujaca przejScia kwantowe do continuum stanéw pod wpltywem
stabego periodycznego zaburzenia. Zgodnie z tq regula, przejScie zachodzi w losowej chwili cza-
su, a prawdopodobienstwo jego zaj$cia w przedziale czasu (, t + dt) rowne jest wdt, gdzie

21 )
w:?I(fldfolwlzg(Ef:E,-+hw). (1.3)
|f > = ) stany koncowe
Rys. 1.8. Przejscie kwantowe w detektorze inicjujgce zda- przejscie kwantowe
rzenie detekcyjne. |i) i| f) oznaczaja, odpowiednio, stan po-
czatkowy i konicowy detektora. |i) =———————stan poczatkowy

8 Patrz np. eksperyment Hamamatsu Photonics 1981, https://www.youtube.com/watch?v=I9Ab8BLW3kA.
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Tu i) i|f) oznaczaja, odpowiednio, stan poczatkowy i konicowy detektora, a g(Ey) jest gestoscig
stanéw continuum wokét stanu koricowego. Ponadto, po relaksacji detektora, kolejne zdarze-
nie nastepuje znéw w losowej chwili, niezaleznie od poprzedniego. W rzeczywistym ukladzie
ta relaksacja zajmuje pewien czas, co powoduje, ze detektor jest ,Slepy” przez pewien czas po
zdarzeniu detekcyjnym, co ogranicza liczbe zliczen w jednostce czasu. Np. w przypadku , trady-
cyjnych” detektoréw opartych na fotodiodach lawinowych ten czas relaksacji jest rzedu 1 us, co
oznacza, ze zastosowanie takiego detektora w trybie Geigera ograniczone jest do wigzek o stru-
mieniu fotonéw do 10° na sekunde. Nowoczesne detektory na nanodrutach nadprzewodzacych
(superconducting nanowire single-photon detector - SNSPD) maja ten ,martwy czas” krétszy o
2-3 rzedy wielko$ci”. W naszych rozwazaniach bedziemy zakladaé, ze liczba zliczen jest znacznie
ponizej tej granicznej warto$ci detektora, czyli Sredni czas pomiedzy zliczeniami jest znacznie
dtuzszy od czasu relaksacji, ktéra mozna w zwigzku z tym uzna¢ za natychmiastowg (brak ,,czasu
martwego”).

Klasyczne (w sensie klasycznego pola elektromagnetycznego) przewidywanie ztotej reguty
Fermiego bedzie dla nas punktem odniesienia w analizie przewidywanych sygnatéw fotodetek-
cji dla kwantowych standéw Swiatta. Dlatego potrzebujemy zna¢ przewidywang statystyke zli-
czen, czyli rozklad prawdopodobienstwa dla liczby zliczeri w ustalonym przedziale czasu. To
jest nieco ogblniejszy matematyczny problem, ktéry rozwazymy w osobnym podrozdziale 1.4
na korcu tego rozdziatu.

O czym jest optyka kwantowa

Optyka kwantowa zasadniczo zajmuje sie dwoma obszarami zagadnien: naturg samego
Swiatla i jego oddzialywaniem z materig. Tym tez bedziemy sie zajmowac w tym wykladzie.

W opisie §wiatta bedziemy poszukiwac zjawisk, ktorych nie da sie wyjasni¢ na gruncie optyki
falowej, a w szczeg6lnosci takich, w ktérych iloSciowe wyniki pomiaréw sa sprzeczne z przewi-
dywaniami teorii klasycznej. Okazuje sig, ze zdecydowang wiekszo$¢ zjawisk optycznych da sie
wyjasni¢ klasycznie, to znaczy na gruncie teorii falowej (Maxwella). Sg jednak takie zjawiska,
w ktérych przewidywania klasyczne zawodza, natomiast mozna je wyjasni¢ przyjmujac cza-
steczkowy (fotonowy) opis §wiatla, co z metodologicznego punktu widzenia mozna uznac¢ za
dowdd faktycznego ,istnienia” fotonu. Szczegétowo oméwimy dwie klasy takich zjawisk: sta-
tystyke liczby zdarzen detekcji fotonéw oraz statystyke korelacji pomiedzy zdarzeniami detek-
cyjnymi. Stany Swiatla, ktére maja wlasnosci sprzeczne z przewidywaniami teorii klasycznej
(falowej) nazywamy nieklasycznymi. Kazde $wiatto jest — jak dzi§ rozumiemy — kwantowe. Nie
kazde jednak jest nieklasyczne i trzeba odpowiednio skonstruowac¢ eksperyment, zeby takie nie-
klasyczne Swiatlo wytworzy¢ i dowiesc¢ jego nieklasycznej natury poprzez odpowiedni pomiar.
Jednym z nieodzownych elementéw takiego eksperymentu jest laser — wlasnie pojawienie sie
laseréw (1960), a wiec silnych Zr6det wysoce monochromatycznego, sp6jnego i skolimowanego
Swiatla, dalo poczatek wspolczesnej optyce kwantowej. Takie Zrodlo Swiatla w oddzialywaniu
z materig pozwala generowac wigzki Swiatla o bardzo ciekawych nieklasycznych wlasnosciach.
Paradoksalnie, samo Swiatto laserowe jest w pewnym sensie najmniej nieklasycznym z mozli-
wych stanéw Swiatla, a jego wlasno$ci catkowicie dajg sie opisac¢ przy uzyciu klasycznych pojec
falowych.

Oddziatywaniem $wiatla z materig bedziemy si¢ zajmowaé w znacznie mniejszym zakresie,
ograniczonym do zjawisk najbardziej fundamentalnych. W standardowej optyce kwantowej roz-
waza sie (i bada eksperymentalnie) oddzialywanie Swiatla z podstawowymi elementami materii
— atomami, zwykle traktujgc je w dodatku w spos6b dalece uproszczony (stynny ,,atom dwupo-
ziomowy”, z ktérym spotkamy sie w dalszej czesci tego skryptu).

9 Patrz np. https://en.wikipedia.org/wiki/Superconducting_nanowire_single-photon_detector.
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Formalnie rzecz biorac, promieniowanie elektromagnetyczne opisywane jest przez jednoli-
ta teorie, ktoéra nie rozr6znia zakreséw widmowych od najdtuzszych fal radiowych do promie-
niowania Roentgena. Zakres czestosci (badz dtugosci fal), ktory lezy w obszarze zainteresowan
optyki kwantowej scharakteryzowany jest w istocie przez metodologie eksperymentu, w ktérym
wykorzystuje sie standardowe techniki i elementy optyczne: dzielniki wigzki, soczewki, przesto-
ny, a takze pewien standardowy zestaw Zrddet i detektoréw $wiatla (lasery, fotodiody lawinowe,
macierze CCD, detektory nadprzewodzace). Jest to z grubsza zakres od dalekiej podczerwieni do
bliskiego nadfioletu. Jak zobaczymy, potrzebna do wyjasnienia tych eksperymentéw teoria nie
ma aspektu fundamentalnego (w odréznieniu od elektrodynamiki kwantowej) i taczy kwestie
bardziej podstawowe (formalny opis kwantowych stanéw Swiatla) z praktycznymi (np. kwanto-
wy opis dzielnika wigzki).

Wspoétczesnie metody optyki kwantowej stosowane sg do badania podstaw teorii kwantowej
oraz do implementacji elementarnych procedur kwantowej teorii informacji i komunikacji, w
ktérych kluczowa role odgrywa splatanie kwantowe. Niestety ze wzgledu na ograniczony zakres
tego kursu nie bedziemy si¢ w stanie zaja¢ tymi zagadnieniami. Drugim niezwykle istotnym
obszarem, ktéry musimy z konieczno$ci pomina¢ (jesli nie liczy¢ kilku prostych przyktadéw
ilustrujacych wyklad) jest optyka kwantowa uktadéw pétprzewodnikowych, ktora taczy metody
optyki kwantowej, kwantowej teorii uktadéw otwartych i kwantowej teorii wielu cial (i jest przez
to do$¢ trudna).

Statystyka zdarzen niezaleznych

Na koniec tego wstepnego rozdzialu rozwazmy problem rozktadu prawdopodobieristwa dla
liczby niezaleznych zdarzen losowych w okreSlonym przedziale czasu T. Niech poczatkowym
momentem zliczania zdarzen bedzie f,. Oznaczmy liczbe zdarzen od czasu t do ¢’ przez N(t, t')
i wprowadzmy skrotowy zapis dla prawdopodobienstwa zaobserwowania n zdarzen od f, do
t, P[N(ty,t) = n] = p,(f). Kluczowym zalozeniem jest tu brak korelacji pomiedzy kolejnymi
zdarzeniami. Prawdopodobienstwo zaistnienia zdarzenia w bardzo krotkim przedziale czasu
(t,t+ At) rowne jest P[N (¢, t+ At) = 1] = w(t)At i nie zalezy od wczesniejszej historii procesu,
czyli od tego, w jakich chwilach nastepowaty zdarzenia do chwili ¢ i ile ich bylo'?. Wielko$¢ w(z)
jest nazywana prawdopodobienistwem wystapienia zdarzenia na jednostke czasu. Zauwazmy,
ze jesli przedziat czasu At jest tak krotki, ze prawdopodobienistwo zaobserwowania dwéch lub
wiecej zdarzen jest pomijalne, to w(t)At jest jednocze$nie Srednig liczba zdarzeni w tym prze-
dziale. W przypadku zliczenn obserwowanych na detektorze z rozdziatu 1.2 wielko$¢ ta jest pro-
porcjonalna do natezenia wigzki Swiatta padajacej na detektor. Dopuszczamy dowolng determi-
nistyczng zalezno$¢ w od czasu. Zakladamy, ze odcinek czasu At jest tak krotki, ze wystgpienie
dwoch lub wiecej zdarzet mozna poming¢ (za chwile przejdziemy do granicy At — 0).

Dla n > 0 liczba zdarzen do chwili £ + At moze wynie$¢ n na dwa roztgczne sposoby: albo do
chwili ¢ bylo n — 1 zdarzen i nastapilo zdarzenie w przedziale (t, t + At), albo byto n zdarzeni do
chwili i w tym przedziale czasu nie bylto zdarzenia,

pn(t+At) =P[N(ty,t) =nAN(t, t+At) =01+ P[N(ty, 1) =n—-1AN(t, t +At) =1]. (1.4)

Zgodnie z naszym zalozeniem, wystgpienie zdarzenia w przedziale czasu (f, t + At) jest nieza-
lezne od wszelkich zdarzen do chwili ¢. Prawdopodobienistwo koniunkcji zdarzen niezaleznych
réwne jest iloczynowi prawdopodobienistw,

P[N(ty,t) =nAN(t,t+At)=0] =P[N(ty,t) =n]P[N(t,t+At)=0]=p, () - w(t)AL)
P[N(ty,t) =n—1AN(t,t+At) =11 = P[N(ty,t) = n—1]P[N(t,t +At) = 1] = p,,_; (D w(t)At.

10" Taki proces nazywamy Markowskim i méwimy, ze nie ma on pamieci.
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Podstawiwszy to do réwnania (1.4) mamy po oczywistych przeksztatceniach
p.(t+ A1) —p, (1)
At

Natomiast liczba zdarzen do chwili £ + At wynosi 0, jesli bylo ich 0 do chwili ¢ i zadne nie miato
miejsca w przedziale czasu (¢, t + At), stad

Polt+At) — py(t)
0 N 0 = —w()py ().

W granicy At — 0 otrzymujemy stad uktad réwnan r6zniczkowych

=w(0) [pra (- p,(0)].

d
EPO(I)Z—W(I)PO(D, (1.5)
d

z warunkiem poczatkowym p,(t)) =11 p,,(t,) =0dla n > 0.
Rozwigzanie réwnania (1.5) znajdujemy tatwo przez rozdzielenie zmiennych,

dpy t
—=—wdt=>Inpy=-| drw()+C,
Po to
czyli
t
po(t) =exp |- | dTtw()|, (1.7)
)

gdzie uwzgledniliSmy warunek poczatkowy, z ktérego wynika C = 0. Réwnianie (1.6) mozna za-
pisa¢ w postaci

d
Epn(t) +w()p,(H) =w()p,_(1),
skad widag, ze jest ono rownaniem niejednorodnym, w ktérym w(#) p,,_; () jest wyrazem Zro-
dtowym. Réwnania takie rozwigzuje si¢ metodg uzmiennienia statej. Znajdujemy najpierw ogol-
ne rozwigzanie rownania jednorodnego

d
Epn(tH w()p,(r) =0,

ktére ma identyczna postac jak rownanie na p,. Taka sama metoda znajdujemy wigc

t

—| drw(r)
%

p,(t)=C, exp

Nastepnie uzmienniamy stalq, tzn. szukamy rozwigzania pelnego réwnania postaci

t
—| drw(1)].
lo

p,(t) =C, (1) exp

Podstawiajac do réwnania (1.6) otrzymujemy
C,(1) = w()C,_,(t), Cy=1.

Stad
t
C()=| drw(),
X

2 2

. ‘ 1d t 1 t

Ct)=w() | diw(r)==-— [ dtw(T)| =Cy() == [ drw(t)| ,
t() 2 dt t() 2 to

. 1d t " 1 [t "

Cn(t):;% [(n—l)! " drtw(t) :Cn(t)za [ . dtw(t)| ,
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gdzie ostatnig, og6lng posta¢ mozna udowodnic¢ formalnie za pomocg indukcji matematyczne;.
Widac¢ wiec, ze prawdopodobienstwo liczby zdarzen w przedziale czasu (f,, f,+ T) okre$lone
jest rozkladem Poissona

An
I
Pn=¢ 0
Z parametrem
to+T
A= dTrw(T).
L
Dla rozktadu Poissona mamy
(my=7m=Y np,=A (n*y=)Y n*p,=A*+A, (1.8)
n=0 n=0

stad
(An)?=(n*)—(n)*=1=T,

czyli wariancja liczby zdarzen réwna jest Sredniej liczbie zdarzen. W optyce kwantowej przyjeto
okreslac statystyki o takiej wtasno$ci jako Poissonowskie, cho¢ sama rowno$¢ wariancji i Sredniej
nie oznacza, Ze mamy do czynienia z rozktadem Poissona'!. Zauwazmy, Ze wzgledna niepew-
nos¢ liczby zdarzen (An)/n = ﬁ maleje ze wzrostem Sredniej liczby zdarzen.

Jesli w(t) = const., to A = wT i mamy do czynienia z procesem Poissona, ktéry odpowiada
umieszczeniu pewnej liczby zdarzen na osi czasu, przy czym liczba zdarzen jest zmienng losowa
o rozkladzie Poissona, a polozenie kazdego z nich na osi czasu jest losowe z jednorodnym praw-
dopodobieristwem na (£, f, + T) i niezalezne od potozenia wszystkich innych zdarzer. Srednia
liczba zdarzen réwna jest w takim przypadku 7 = wT, stad Sredni odstep czasu pomiedzy zda-
rzeniami wynosi T/n=1/w.

W dotychczasowych rozwazaniach zakladaliSmy, ze funkcja w(t) jest deterministyczna, to
znaczy w kolejnych powtérzeniach eksperymentu (niezbednych, by empirycznie wyznaczy¢
kwantowomechaniczne wartoS$ci $rednie) jej przebieg jest taki sam. W przypadku fotodetekcji
(rozdziat 1.2) oznaczaloby to, ze natezenie wigzki jest state badZ modulowane w kontrolowany
spos6b w toku eksperymentu. Jak pokazaliSmy, dla dowolnej zaleznoSci czasowej statystyka
fotodetekciji jest wtedy Poissonowska. Poza zasiegiem naszej dotychczasowej teorii pozostaje
jednak wazny przypadek losowych fluktuacji funkcji w(t), co odpowiada losowym fluktuacjom
natezenia wigzki w procesie fotodetekcji. Jaka bedzie wtedy statystyka liczby zdarzeri?
Uogo6lnienia teorii na taki przypadek dokonujemy uwzgledniajac losowos$¢ wartoSci A,
wynikajacg z losowego przebiegu funkcji w(z). Dla ustalonego A rozktad prawdopodobienistwa
dla liczby zdarzen (czyli rozktad warunkowy przy ustalonym A), ktéry oznaczymy p,; jest
rozkladem Poissona, a wiec

Y np,a=A anpnm =A%+ 2,
n n

(réwnanie (1.8)). Oznaczamy funkcje rozkladu prawdopodobieristwa dla parametru A przez
f(A) i ze wzoru na prawdopodobienistwo catkowite'? znajdujemy prawdopodobieristwo
wystapienia n zdarzen,

pu= [ dApuafob.

Stad Srednia liczba zdarzen wynosi

(n):ann:and/lpan(ﬂt):fd/lf(/l)annM:fdﬂtf(ﬂt)/lz/_l,

1" Taka terminologia wynika zapewne z faktu, Ze $rednia i wariancje wynikéw pomiaru znalezé mozna atwo,
a wyznaczenie pelnej statystyki jest trudne.
12 patrz np. https://pl.wikipedia.org/wiki/ Twierdzenie_o_prawdopodobienstwie_catkowitym
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gdzie A jest §rednia warto$cia parametru A zgodnie z rozktadem prawdopodobieristwa f(A).
Podobnie

(n*y=3 n’p,=3.n° f dApapnf ) = f AAfN)Y n*pyp = f AAFA)AZ+2) = A2+ A,
n n n
Wariancja liczby zdarzen wynosi wiec
(An)? = (n?) —(m)? = A2+ 1= A% = (n) + (AV)? = (n),

gdzie wykorzystujemy fakt, ze wariancja parametru A,
- _ _\2
2272 = (AN? = <(7L—/1) >

jest nieujemna. Statystyki, dla ktérych (An)? > (n) nazywamy nad-Poissonowskimi.

Z powyzszych rozwazan wynika wazny wniosek, ze Swiatlo klasyczne o deterministycznym
przebiegu fluktuacji zawsze generuje Poissonowskq statystyke zliczeni. Losowos¢ fluktuacji
prowadzi do statystyki nad-Poissonowskiej. Model klasyczny nigdy nie prowadzi do
pod-Poissonowskiej statystyki, to znaczy takiej, dla ktérej (An)? < (n).



Rozdziat

2 Optyka klasyczna

W tym rozdziale przypomnimy sobie kilka wybranych poje¢ i faktéw z zakresu optyki kla-
sycznej, ktére beda istotne dla dalszych rozwazan', a takze wprowadzimy notacje, z ktérej be-
dziemy dalej korzystac.

Swiatto jako fala elektromagnetyczna

W klasycznym opisie §wiatto jest falg elektromagnetyczna, czyli polem elektromagnetycz-
nym zmieniajacym sie w czasie i przestrzeni. Najprostszg postacig takiej fali jest liniowo spola-
ryzowana monochromatyczna fala ptaska,

E(r, 1) =288 coslk-r —wt+d), 2.1)

gdzie r i t oznaczaja, odpowiednio, polozenie i czas, & jest amplituda pola elektrycznego, jed-
nostkowy wektor é okresla kierunek pola elektrycznego, a wiec polaryzacje fali, k jest wektorem
falowym, ktérego warto$¢ (czyli liczba falowa) zwigzana jest z dtugoS$cia fali, k = 27/ A, a kierunek
zgodny jest z kierunkiem propagaciji fali, w jest czestoscig fali, zwigzang z liczbg falowg relacja
dyspersyjna w = ck (c jest predkoScig Swiatta), a ¢ jest fazg fali. Zar6wno amplituda &, jak i
wektor polaryzacji € sg tutaj rzeczywiste, poniewaz natezenie pola elektrycznego jest wielkoscia
fizyczna, wiec musi by¢ rzeczywiste.
Wygodnie jest stosowac zapis zespolony,

E(r,t)=ee' e’k 0D 1 cc, (2.2)

gdzie ,c.c.” oznacza sprzezenie zespolone. Tak zapisane pole mozna uog6lni¢, dopuszczajac
dowolny zespolony jednostkowy wektor polaryzacji,
eeR’—eeC® &*-e=1

(uzywajac notacji ,,z kropkg” dla zespolonego iloczynu skalarnego, piszemy sprzezenie zespolo-
ne jawnie). Taki zapis obejmuje pola o dowolnej polaryzacji’. Sktadowa pola wypisana jawnie w
réwnaniu (2.2) zawiera zalezno$é czasowa e~ “! i nazywana jest sktadowaq o czestosci dodatniej.
Jej sprzezenie zespolone nazywamy sktadowaq o czestosci ujemnej; zawiera ono oczywiscie czyn-
nik e’“?. Sktadowa o czestosci dodatniej bedziemy oznaczaé przez € (r, t) i zazwyczaj bedziemy
sie nig wtasnie postugiwaé¢ zamiast pelnego fizycznego pola €. Bedziemy uzywali zespolonej
amplitudy wektorowej £, = &|£,|e'?. Skalarna wielkos¢ &, = |£,|e'? bedziemy nazywali ampli-
tudq zespolong (albo po prostu amplituda) pola®. Zauwazmy, ze modul i argument amplitudy

1 Systematyczny wyktad optyki zawarty jest np. w bardzo dobrej ksigzce B.E.A. Saleh, M.C. Teich, Fundamen-
tals of Photonics.

2 Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze € = (1/ V2, +i,0)7, przy k w kierunku z, odpowiada fali o polaryzacji koto-
wej.

3 Poniewaz & jest zespolone, czynnik fazowy wydaje si¢ nadmiarowy: faze mozna wiaczy¢ do definicji é. Istot-
nie, faza jest wzgledna i nasza konwencja oznacza, zZe jest ona okreslona wzgledem ustalonej polaryzacji €. Pozorna
nadmiarowo$¢ znika, kiedy mamy do czynienia z wiekszg liczbg pél. Ich fazy, ktére moga by¢ r6zne, musza by¢
oczywiScie odniesione do wspélnej, ustalonej polaryzacji.
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zespolonej sa, odpowiednio, amplitudq i fazg fali. Ostatecznie nasz zapis pola elektrycznego
elektromagnetycznej fali ptaskiej bedzie miat postaé

E(r,0) = E ek T=0D —ag lkT—0D), (2.3)

Fizycznym, rzeczywistym polem jest £(r,t) = £(r, ) + cc. = 2ReE(r, t). Dopuszczamy wolno-
zmienne amplitudy pola &, = &(1), tzn. takie, ktére zaleza od czasu, ale wolno w poréwnaniu
z szybkoScig zmian pola elektrycznego. Pozwala to opisa¢ impulsowe pola o czasach trwania
impulséw np. w typowym dla laseréw zakresie setek femtosekund albo pikosekund.

Z réwnan Maxwella wynika, ze w przypadku rozwazane;j tu fali biegnacej indukcja pola ma-
gnetycznego skierowana jest prostopadle do £, i do kierunku propagaciji, jej amplituda wynosi
(w uktadzie SI) B, = £/ c i oscyluje ona w fazie z polem elektrycznym, czyli

1. .
B(r, 1) = —kx £ e k0D,
C

gdzie ponownie piszemy jedynie sktadowa o czestosci dodatniej.

W optyce najczesciej interesuja nas wigzki propagujace w okres§lonym kierunku. Niech to be-
dzie kierunek z, awiec k-r = kz. Zauwazmy, ze poniewaz w = ck, mamy kz—wt = k(z—ct). Pole
zalezy wiec tylko od z — ¢t (a nie w dowolny spos6b od z i 1), czyli £(z, t) = £(z — ct). Taka wla-
sno$¢ majg tez pola niebedace falami ptaskimi, o ile propaguja w jednym ustalonym kierunku,
poniewaz kazde takie pole (przy pewnych rozsadnych zatozeniach co do znikania w nieskon-
czono$ci) mozna roztozy¢ na fale ptaskie. To oznacza, ze pole w punkcie z w chwili ¢ jest takie
samo, jakie bylo w w punkcie z — Az we wcze$niejszej chwili ¢ — Az/c, co jest doS¢ oczywistg
konsekwencjg propagacji wszystkich fal elektromagnetycznych z predkoscig c. Czesto, zwlasz-
cza w optyce kwantowej, interesuje nas jedynie przebieg pola wzdluz kierunku propagacji, czyli
—ré6wnowaznie — jego przebieg czasowy w ustalonym punkcie. Mozna wtedy przyjaé r = 0 i ba-
dac jedynie zaleznos¢ od czasu.

Dla pol, ktére nie sg monochromatyczne, zaleznosci czasowe sg oczywiscie inne niz e
Bedziemy jednak zawsze zaktadac¢, ze podzial na dobrze okre$lone sktadowe o czestoSciach do-
datnich i uyjemnych jest mozliwy. W szczegélnoS$ci wazne sg wspomniane wyzej pola, w ktérych
amplituda lub faza zmieniaja si¢ z czasem. Jesli zmiany te s3 wolne w poréwnaniu z oscylacjami
pola, to $wiatlo ma nadal dobrze okreslong czesto$¢ gtéwna w, choé jego widmo jest poszerzone
badz wystepuja w nim dodatkowe linie wokét czestosSci centralnej. W takim przypadku rozktad
na sktadowe o czestoSciach dodatnich i uyjemnych nadal ma sens.

Moc wigzki, czyli energia niesiona przez $wiatlo na jednostke czasu, rowna jest wartoSci
wektora Poyntinga S = (¢,¢%)|€ x B| scalkowanego po przekroju poprzecznym wiazki. Jesli profil
rozktadu mocy w przekroju wiazki jest ustalony, to wynik jest proporcjonalny do kwadratu nate-
zenia pola elektrycznego w osi wigzki (bo B = £/¢). Wielko$¢ ta oscyluje, a sens fizyczny ma jedy-
nie jej Srednia warto$¢ po pewnym przedziale czasu rzedu okresu fali. Nie wnikajgc w szczegoly

tiwt

profilu wiazki bedziemy sie postugiwac wielkoscia I = (1/2)£2(t) jako miara mocy wigzki (nazy-
wajac ja po prostu mocq lub natezeniem wiqzki), oznaczajac Srednig po czasie przez kreske nad
uSredniang wielkoScig. Jezeli amplituda lub faza sa modulowane, to zakladamy, ze ich zmiany w
czasie sg znacznie wolniejsze niz oscylacje pola z czesto$cig w, a wiec przy usrednianiu po kroét-
kim przedziale czasu mozna je uznac za stale (co oznacza, ze warto$¢ uSredniona nadal moze
zaleze¢ od czasu, ale teraz juz tylko poprzez wolne zmiany amplitudy zespolonej). Rozkladajac
pole na sktadowe o czestoSciach dodatnich i uyjemnych zauwazamy, ze

EX()=E*2 (1) =0,

poniewaz te wyrazenia zawieraja czynnik e*2/??, ktérego srednia po okresie wynosi zero,

1 [T '
_[ dteilet =0,
T Jo



2.1. Swiatto jako fala elektromagnetyczna

co latwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem. Natomiast £* () - £(¢) nie zawiera szybkiej za-
leznosci od czasu, czyli
EX-EM=E"(D)-E(1).

Stad znajdujemy natezenie wigzki w postaci dogodnej do rachunkow:
I=E7(1)-E(1).

W przypadku pél losowych (Swiatto chaotyczne) natezenie zdefiniowane jest jako Srednia po
realizacjach szumu, co odpowiada u$rednianiu po wielu pomiarach, w ktérych przebieg szumu
jest rozny,

[=(E*(1)-E1)).

Wprowadzone tu oznaczenie () bedzie oznaczato Srednig po realizacjach eksperymentu, czyli
formalnie po realizacjach szumu, a w przypadku kwantowym - §rednig kwantowomechaniczna.

Na koniec zauwazmy, ze jesli ograniczymy si¢ do jednego modu promieniowania (czyli fali
o okreslonym wektorze falowym i polaryzacji), to stan pola jest w optyce klasycznej charaktery-
zowany przez amplitude i faze fali. Takie pole jednomodowe moze si¢ np. pojawi¢ w rezonatorze
optycznym, gdzie ma ono postac fali stojacej

E(r,0) =w(rer)Ee ',

gdzie £, = |£,le!?, a w(r) jest przestrzenna funkcjg modu (zastepujaca czynnik opisujacy fale
plaska dla p6l propagujacych), nieistotng z punktu widzenia naszych rozwazan. Okazuje sie, ze
faza nie jest obserwabla w teorii kwantowej, a wiec parametryzacja amplituda—faza jest bezuzy-
teczna w optyce kwantowej. Mozemy jednak réwnowaznie sparametryzowac pole w inny spo-
sOb, bardziej przydatny w opisie kwantowym. Ustalmy polaryzacje fali &, wybierzmy ustalony
punkt r i niech é(r) = &, y(r) = 1. Pole elektryczne modu optycznego w tym punkcie ma postaé

E) = éé’oe_i“’t +c.c.=2|&y|Re [éei‘P] coswt +2|&y Im [éeid’] sinwt. (2.4)

W ten sposob roztozyliSmy oscylacje pola na sktadowe, ktére sg przesuniete wzgledem siebie o
n/2, czyli sa w kwadraturze. Stad wielkosci £, = |£,|Re[ée'?] oraz £, = |Ey| Im[&e’?] nazywa sie
(wektorowymi) amplitudami kwadratur albo po prostu kwadraturami pola. OczywiScie znajo-
mo$¢ warto$ci kwadratur pozwala jednoznacznie wyznaczy¢ amplitude oraz faze i na odwr6t.
Zauwazmy, ze amplitudy kwadratur sg cze$ciami rzeczywistg i urojong wektorowej amplitudy
zespolone;j:

E,=Re&, €E,=Imé&,.

Jezeli ograniczymy sie do Swiatla spolaryzowanego liniowo (tak bedziemy robi¢ dla uprosz-
czenia w dalszej czesci wyktadu), to mozna przyjaé é € R3 i uzywaé skalarnych amplitud kwa-
dratur

& = 1&|Ree® = |E|cosp=Re&y, &, =|EIIme'? = |&|sing = Imé,,.

Skalarne amplitudy kwadratur sg wiec czeSciami rzeczywista i urojong skalarnej zespolonej am-
plitudy pola.

Stan pola klasycznego moze wiec by¢ okreSlony na trzy sposoby: przez amplitude bedaca
liczbg zespolona, przez modut i argument zespolonej amplitudy, ktére odpowiadajgq amplitu-
dzie i fazie fali, oraz przez czes$¢ rzeczywistq i urojong zespolonej amplitudy, ktére w przypadku
liniowej polaryzacji bezposrednio odpowiadajg amplitudom kwadratur. Oznacza to, ze stan ko-
herentnego pola jednomodowego jest reprezentowany przez punkt na ptaszczyznie (£;,&,) trak-
towanej jako plaszczyzna zespolona, jak pokazano na rysunku 2.1, przy czym mozemy si¢ po-
stugiwac wspolrzednymi kartezjaniskimi lub biegunowymi. Taka reprezentacje nazywamy dia-
gramem fazowym albo kwadraturowym.

= aﬁ@
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Rys. 2.1. Reprezentacja koherentnego pola jednomodowego R;%O &,
na diagramie fazowym.

Interferometry i koherencja

W tym rozdziale om6wimy najbardziej powszechne interferometry i przekonamy sie, ze fun-
damentalng wlasnoScia, w pelni charakteryzujacq wtasnosci pola na poziomie standardowych
doswiadczen interferencyjnych jest funkcja korelacji pierwszego rzedu.

2.2.1. Koherencja podtuzna i poprzeczna

Jedna z istotnych cech §wiatla jest jego sp6jnos¢ fazowa, czyli koherencja. Najogolniej rzecz
ujmujac, koherencja oznacza zdolno$¢ fali do interferencji: aby powstal obraz interferencyj-
ny, fazy dwéch tworzacych go fal muszg by¢ ustalone (Sci$lej: ustalona musi by¢ réznica faz).
Przypomnijmy sobie, ze interferencja wynika z zasady superpozycji, obowigzujacej dla wielu
zjawisk falowych, w tym dla §wiatta: pola elektryczne dwéch fal naktadajacych sie na siebie w
okreS§lonym punkcie dodajg si¢ (oczywis$cie wektorowo, ale tu uméwimy sie, ze obie fale maja
jednakowe polaryzacje i bedziemy stosowac zapis skalarny). Dwie fale mogg interferowa¢ kon-
struktywnie lub destruktywnie, zaleznie od tego, czy — ujmujac rzecz obrazowo — grzbiety fal
spotykajq sie, czy tez grzbiet jednej z fal trafiajg na doliny drugiej (rysunek 2.2). Zauwazmy, ze w
pierwszym przypadku amplituda fali (np. natezenie pola elektrycznego) podwaja sie, a wiec moc
wigzki Swiatla rowna jest czterokrotnosci mocy kazdej z wigzek sktadowych, natomiast w dru-
gim przypadku moc jest zerowa. Interferencja konstruktywna nastepuje, gdy r6znica faz dwoch
wigzek wynosi 0 (albo wielokrotno$¢ 2), natomiast destruktywna — gdy réznica faz réwna jest
7 (albo nieparzystej wielokrotnosci ). Gdyby réznica faz byta losowa, to otrzymalibySmy moc
bedaca Srednig z tych dwoch skrajnych przypadkéw, a wiec podwojong moc kazdej z wigzek — co
dokladnie odpowiada sumie ich mocy. Tak jest niemal zawsze, gdy dwie wiazki $wiatta pocho-
dza z r6znych Zrodel: w przeciwieristwie do techniki radiowej, w optyce niezmiernie trudno jest
zsynchronizowac fazy wigzek pochodzacych z r6znych zrédet. Stad w zdecydowanej wiekszoSci
eksperymentéw optycznych obie wigzki pochodzg z rozdzielenia pojedynczej wiazki, pocho-
dzacej z jednego Zrodta.

Tak jest np. w najbardziej chyba znanym eksperymencie Younga® z dwiema szczelinami:
jedna fala pada na przestone z dwoma otworami, ktére traktujemy jako ,Zrédta” dwoch wia-
zek®, ktorych fazy sa zgodne. W idealnym przypadku na ekranie ze przestona pojawi sie uktad
naprzemiennie jasnych i ciemnych prazkéw. Réznica faz determinujaca konstruktywny badz

Rys. 2.2. Interferencja fal: konstruktywna (po lewej) i VVVVYV

destruktywna (po prawej). Gruba linia na gorze repre- \V
zentuje sume dwoch fal przedstawionych ponize;j. \Vi \Vi

4 https://pl.wikipedia.org/wiki/Doswiadczenie_Younga
5 Warto tutaj przypomnieé sobie zasade Huygensa.


https://pl.wikipedia.org/wiki/Doświadczenie_Younga
https://pl.wikipedia.org/wiki/Zasada_Huygensa
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destruktywny charakter interferencji jest tu konsekwencjg ré6znicy drég optycznych wiazek po-
chodzacych z dw6ch otworéw. Eksperyment ten rodzi jednak dwa problemy interpretacyjne: Po
pierwsze, fale propagujace z otworéw sg falami kulistymi, co nie jest fundamentalng przeszko-
da, ale komplikuje opis. Po drugie, w tworzeniu obrazu interferencyjnego role odgrywa nie tylko
koherencja podtuzna, czyli sp6jnosc fazowa fal, ktére przeszly przez otwory w r6znych chwilach
czasu (by spotkac sie w jednej chwili po przebyciu r6znych drég), co odpowiada przesunieciu
wzdhluz kierunku propagacji pierwotnej fali padajacej na przestone z otworami. Istotna jest tu tez
koherencja poprzeczna, czyli sp6jnosc fazowa pomiedzy dwoma r6znymi punktami na froncie
falowym, w ktorych sg otwory. To zmieszanie dwoch aspektow spojnosci fazowej powoduje, ze
eksperyment ten ma gtéwnie znaczenie historyczne i pogladowe.

M1

\ M2

Rys. 2.3. Interferometr Michelsona, BS — dzielnik wigzki 50/50, w z —

M —lustra, D — detektor. \_\ ; D

BS D1

Rys. 2.4. Interferometr Macha—-Zehndera, BS — dzielnik N
wigzki 50/50, M —lustra, D — detektory. BS M

W tym wykladzie bedzie nas interesowa¢ wylacznie koherencja podiuzna, ktérg badac
mozna m.in w dwéch powszechnie stosowanych rodzajach interferometréw: Michelsona i
Macha-Zehndera. W przypadku obu tych interferometréow mamy do czynienia z jedna
rozdzielong wigzkg. Wprowadzmy parametr s — droge optyczng od miejsca podziatu wejsciowej
wigzki do danego punktu wzdluz biegu wiazki. Jesli Swiatlo tworzy skolimowang wiazke, to
propagacja jest efektywnie jednowymiarowa i w jednym kierunku. Wtedy pole przy osi wigzki
(czyli tam, gdzie jego natezenie jest istotne) musi mie¢ postac (s, t) = E(ks—wt) = E[k(s—ct)],
poniewaz mozna je roztozy¢ na fale ptaskie o jednakowym kierunku propagacji, z ktérych
kazda - niezaleznie od czestoSci — propaguje z predkoScig c. Jak juz mowiliSmy, przebieg
czasowy takiego pola jest rownowazny jego przebiegowi przestrzennemu wzdluz drogi
propagaciji,

E(s+As, ) =E[k(s+As)—wt] =E[ks—w(t—As/c)] =E(s, t — Aslc). (2.5)

W zwiazku z tym, r6znica drog optycznych wigzek powstatych z podziatu wigzki wejsciowej jest
ré6wnowazna ich wzglednemu przesunieciu w czasie. Poniewaz obie wigzki pochodza z tej samej
wigzki wejsSciowej £(s, t), odzwierciedlajq jej przebieg przestrzenny i czasowy, a wiec sumarycz-
ne pole na wyjsciu (w ustalonym punkcie) jest sumg dwéch pdl, z ktérych kazde jest proporcjo-
nalne do pola wejSciowego, lecz z pewnym przesunieciem czasowym, innym dla kazdej z wigzek
i proporcjonalnym do ich drég optycznych.
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2.2.2. Dzielnik wiazki

Aby poprawnie opisa¢ propagacje Swiatla w interferometrach Macha-Zehndera i Michel-
sona, potrzebujemy uswiadomi¢ sobie pewng fundamentalng wlasnos¢ dzielnika wigzki (ang.
beam-splitter), dotyczaca relacji fazowych pomiedzy polami (modami) wchodzacymi i wycho-
dzacymi (rys. 2.5). Fazy te oczywiScie zalezg od konstrukcji dzielnika wigzki i mozna je modyfi-
kowac¢ umieszczajac na wejSciach i wyjsSciach elementy (ptytki) fazowe. Jest jednak jeden zwia-
zek, ktory musi by¢ spelniony zawsze, by zachowana byla energia. Zwigzek ten okaze sie bardzo
wazny réwniez w dalszych czes$ciach podrecznika, gdy bedziemy uzywac interferencji na dziel-
nikach wigzki do detekcji kwantowych stanéw pola.

Rys. 2.5. Oznaczenie portéw wejsciowych (niebieskie) i wyjscio-
wych (zielone) dzielnika wigzki.

Rozwazmy dzielnik wiazki 50/50, tzn. wigzka padajaca na jeden z portéw wejSciowych (1 lub
2 — patrz rys. 2.5) dzieli si¢ na dwie wigzki o jednakowych natezeniach na portach wyjsciowych
3 i 4. Pola na wyjsciach dzielnika sg kombinacjami liniowymi p6l wejSciowych z jednakowymi
co do modutu wspétczynnikami, réwnymi 1/v/2 (co gwarantuje podzial mocy wejsciowej po
potowie na kazde wyjScie) i z pewnymi fazami,

1 . .

83 — \/z [glel(Plt +gzel(b2r] , (263)
1 , .

£ = G [51 oi®u _I_gzel(Pzt] , (2.6b)

gdzie oznaczenie r,t odnosi sie do tego, czy dana wigzka wejSciowa musiata przej$¢ przez dziel-
nik (t) czy tez sie odbic (r). Poniewaz moc wigzki proporcjonalna jest do kwadratu modutu am-
plitudy danego modu pola, zasada zachowania energii wymaga, by sumy takich wielkoSci dla
modow wejsciowych i wyjSciowych byly sobie réwne

ELEI+EE =E5E3+E,E,. 2.7)
Uzywajac rownan (2.6a) i (2.6b) znajdujemy
E3E;+E1E, = &€+ E} €y +2ReE] & (M1 a4 oTu=ur).
Piszemy £;'E, = |E] &, | e'? i — poréwnujac z réwnaniem (2.7) — dostajemy
cos(¢p; — Py +0) +cos(Ppy, — Py +0) =0,

co jest rOwnowazne

b1e— Por + Prp — Po +260 Cos¢1t_¢2r_¢1r+¢2t _
2 2

Réwnos¢ musi by¢ spetniona dla dowolnych faz p6l wejsciowych, a wiec dla dowolnego 6. Stad
zerowac musi sie drugi kosinus, a wiec

Pri—Por— b1+ Py =2n+1)m. (2.8)

Ccos 0.
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Oznacza to w szczegolnosci, ze jesli fazy ¢y, i ¢, sq jednakowe (co mozna zawsze osiggnac, np.
przesuwajac faze na porcie wyjSciowym 3), to fazy ¢,, i ¢, musza by¢ przeciwne (ale poza tym
sq dowolne). PodkreSlmy raz jeszcze, ze nie jest to wlasno$c¢ konstrukcyjna czy materialowa, lecz
fundamentalna.

Al
éﬂq V&é[¢-2)

) &" ) ) EEK ),
Rys. 2.6. Propagacja p6l w interferometrze Michelso- ) l @2 Sele %";)
na. Na niebiesko oznaczone sg wejscia i wyjScia dziel- 4 Cot® 5[51‘ 2, fk*%‘)]
nika wigzki (dla obu kierunkéw propagacji) wg przyje-
tej tu konwencji.

N

2.2.3. Interferencja i funkcja korelacji 1. rzedu

Przeanalizujmy teraz efekt interferencyjny dla interferometru Michelsona® (analize inter-
ferometru Macha-Zehndera pozostawiamy jako ¢wiczenie). Rysunek 2.6 przedstawia pola na
wejsciach i wyjsciach dzielnika wiazki (kazda ,strona” dzielnika wiazki w tym interferometrze
moze by¢ wejsciem albo wyjsSciem, zaleznie od kierunku biegu wigzki) w ustalonej chwili cza-
su. Uwzgledniono relacje (2.5), wigzaca droge wzdluz ramion interferometru z przesuniecia-
mi czasowymi At; = 2L;/c (wigzka pokonuje kazde z ramion tam i z powrotem, stad czyn-
nik 2). Przy przej$ciu wigzek przez dzielnik wigzki dwa razy stosujemy relacje (2.8), wybierajac
b1t = b1 = Py = 0, oraz ¢, = n. Konwencja numeracji wejs¢ i wyjs¢ dzielnika wigzki opisana
jest na rysunku (na niebiesko). Jak wynika z tej analizy, na wyjSciu z interferometru w chwili
t' = t+2L,;/c otrzymujemy pole &, (1) = % [E(t) +E(t+1)], gdzie T = 2(L, — L)/ c. Natezenie
wigzki na wyjSciu réwne jest

Lo (1) = {Eguiout) = i(é’*(t)é’(t) +E(+TEME+T)+2ReEX(DE(E+ 1))
= i [{(EXMEM)+{(EXt+T)E(+T))+2Re(ET(NE(+T))]. (2.9)

Usrednianie w tych wzorach odnosi si¢ do wielokrotnych powtorzen eksperymentu, co pozwala
uwzgledni¢ ewentualng losowos$¢ pola.

Bedziemy w tym wykladzie analizowa¢ niemal wytacznie wiazki stacjonarne. Pojecie to do-
tyczy eksperymentow, w ktérych wystepuje pewna losowos¢, np. fluktuacje czestosci, ktére po-
woduja dryf fazy. Ogdélnie rzecz ujmujac, stacjonarno$¢ oznacza, ze w warunkach eksperymentu
nic sie nie zmienia, a wiec wszystkie obserwowane wtasnosci uSrednione po wielu powtorze-
niach eksperymentu sg niezalezne od tego, w jakiej chwili zaczniemy obserwacje (cho¢ prze-
bieg fluktuacji za kazdym razem jest inny, gdyz sa one losowe). W optyce, zaréwno klasycznej,
jak i kwantowej, uSrednione obserwowane wlasnosci wyrazajg sie przez warto$ci Srednie wiel-
kosci fizycznych w ustalonej chwili czasu (np. natezenie wiazki (£* (£)E(t))) oraz przez funkcje
korelacji, np. (€*(1)E(t + 1)) (widzimy, Ze faktycznie w réwnaniu (2.9) wystepuja wylacznie ta-
kie wielkoS$ci). Warunek stacjonarno$ci mozna wiec wyrazi¢ matematycznie w taki sposob, ze

6 Spektakularnym zastosowaniem takiego interferometru byla w ostatnim czasie detekcja fal grawitacyjnych.
Réznica drég optycznych w takim eksperymencie jest zwigzana z modyfikacjg metryki czasoprzestrzeni przez fale
grawitacyjna.
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Rozdziat 2. Optyka klasyczna

jednakowe przesuniecie argumentéw czasowych wszystkich wielkosci w usrednianym iloczynie
(co odpowiada odmierzaniu czasu od innej chwili poczatkowej) nie zmienia wartosci funkcji
korelacji, a wiec w szczeg6lnosci

E*MEM)Y =(E*(t+T)E(t+ 1)) =1 = const.,

(E*(DET+T)) = (E*()E(T)) = G (7). (stacjonarnosc) (2.10)

Analogiczng wlasno$¢ maja Srednie z wigkszej liczby operatorow. Jak widac, $rednia z iloczynu
operatorow w n réznych chwilach czasu zalezy tylko od n — 1 argumentéw czasowych (ré6znic
czasu).

Funkcja autokorelacji G¢ (1) jest proporcjonalna do kwadratu natgzenia pola, a wiec do mocy
wigzki. Aby uzyskaé charakterystyke niezalezng od mocy, wprowadza sie¢ unormowana funkcje
korelacji pierwszego rzedu’

(E*(DE(L+1))

(funkcja korelacji 1. rzedu) (2.11)
& (DEWD) ) T

gV =

(definicje da sie uogdlni¢ na wigzki niestacjonarne, ale nie bedziemy sie tym zajmowac). Za-
uwazmy, ze zawsze
gV =1.

Przy zalozeniu stacjonarnos$ci natezenie wigzki na wyjsciu z interferometru Michelsona —

réwnanie (2.9) — mozna wigc zapisa¢ w prostej postaci
Iy = %1 [1+RegV(1)].

Widzimy wiec, ze wynik doswiadczenia interferencyjnego wyraza sie w petni przez funkcje kore-
lacji 1. rzedu. Podobnie jest dla dowolnego interferometru, w ktérym nastepuje interferencja pol
(ang. field-field interference). W dalszej czeSci kursu spotkamy sie z pojeciem interferencji nate-
Zeniowej (ang. intensity albo photon-photon interference), w ktérej wyniki pomiaréw wyrazaja
sie funkcjami korelacji drugiego rzedu. Jak sie okaze, wlasnie takie funkcje korelacji drugiego
rzedu niosg informacje o kwantowych wlasno$ciach pola. Zauwazmy, ze rzedy funkcji korelacji
okresla sie w odniesieniu do poteg natezenia (mocy) wigzki, a nie natezenia pola.

Rys. 2.7. Schematyczna reprezentacja prazkow in-
terferencyjnych otrzymanych w interferometrze
Michelsona. Wykres przedstawia sygnat detekto-
ra w zaleznosci od réznicy drég optycznych w ra-
mionach interferometru. Szara linia — przypadek
idealny, swiatlo doskonale koherentne; czerwona

linia — przypadek rzeczywisty. ‘ 0 Al = o1

Sygnat detektora

W idealnym przypadku Swiatta catkowicie koherentnego i monochromatycznego mamy
E(t) = Eye !, stad
ErE e T .
g(l)(.[) _ -0 8(16 = e loT
0“0
stad

1 5 WT
I = 5[[1 + coswTt] = cos o>

7 Optycy wprowadzaja bardziej ztozone funkcje korelacji (albo koherencji), ktére uwzgledniaja sktadowe pola-
ryzacyjne pola.



2.2. Interferometry i koherencja

(pamietamy, ze T = Al/c, gdzie Al jest r6znicq dlugosci drég optycznych w interferometrze).
Wynik eksperymentu interferometrycznego (czyli interferogram) dla takiego przypadku przed-
stawiony jest szarg linia na rysunku 2.7. Zdefiniujemy kontrast prazkéuw® (ang. fringe visibility)
jako unormowang réznice pomiedzy najwiekszg a najmniejsza wartoScig sygnatu na wyjsciu

interferometru,
I(max) _ I(min)

_ ‘out out
~ ;(max) (min) *
I out T I out

W przypadku $wiatla idealnie koherentnego kontrast prgzkéw wynosi 1 niezaleznie od r6znicy
drog optycznych. Oznacza to, ze dowolnie odleglte od siebie czeSci wigzki wcigz interferuja, a
wiec ich fazy sa wzgledem siebie ustalone: dlugos¢ koherencji jest nieskoriczona. W rzeczywi-
stym eksperymencie jest inaczej: gdy réznica drég optycznych rosnie, kontrast prgzkéw ma-
leje, az w konicu obraz interferencyjny znika zupelnie. Odlegle od siebie czesci wigzki nie ma-
ja zdolnoSci interferencji, ich fazy sga przypadkowe, a wiec dlugos¢ koherenc;ji jest skoficzona.
Rzeczywisty przypadek przedstawiony jest na rysunku 2.7 czerwong linig, a dtugo$¢ koheren-
cji oznaczona tam jest przez L, (dokladna wartoSc jest kwestig konwencji). Odpowiada jej czas
koherencjit.=L./c.

Zobaczmy, w jaki sposéb kontrast prazkéw wiaze sie z funkcja koherencji. Niech w bedzie
centralng czestoScig Swiatla, ktora opisuje oscylacje pola elektrycznego w wiazce. Jesli zapisze-
my

gVm =gV @] Peier,

to zalezno$¢ czasowa wartoS$ci bezwzglednej oraz dodatkowej fazy bedzie opisywac nieideal-
no$¢ wiazki, zwigzana z jej ograniczong koherencjq badZ niemonochromatycznoscia (jak zoba-
czymy, wlasnoSci te sq powigzane). Bedziemy zakladac, ze ta zaleznoS¢ czasowa jest wolna w
poréwnaniu z okresem fali, mozna wigc méwic o oscylacjach z czesto$cig w, modulowanych
przez wolnozmienng amplitude i wzglednie powolny dryf fazy. W przyjetym zapisie mamy

RegW (1) =gV (@)| cos [wT — ¢p(7)],
awiec
out out

1 i) _ 1
I =511+ [gP @], L =5 1[1-[gV @],

a stad
V= |g(l)(‘[)|.

8 M6wimy o ,prazkach interferencyjnych” ze wzgledu na historyczny obraz prazkéw pojawiajacych sie na kli-
szy w eksperymencie Younga z dwiema szczelinami. Wspétczednie rejestrujemy, najczesciej przy pomocy kompu-
tera, sygnat detektora w zaleznosci od pewnego parametru eksperymentu, ktérym tutaj jest wydtuzenie jednego z
ramion interferometru.
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Rozdziat
3 Przejscia promieniste, wspotczynniki Einsteina,

lasery

Zanim zajmiemy si¢ badaniem kwantowych stanéw pola, oméwimy jeszcze fenomenolo-
giczng teorig przej$¢ promienistych w atomach (i uktadach do nich podobnych, np. kropkach
kwantowych) sformutowang przez A. Einsteina. Nastepnie na tej podstawie sprébujemy zrozu-
mie¢ na bardzo og6lnym poziomie dzialanie laseréw w r6znych trybach pracy.

Wspolezynniki Einsteina

Rozwazamy przejscia optyczne (czyli takie, w ktorych emitowane lub absorbowane jest Swia-
tlo) pomiedzy dwoma wybranymi poziomami ,atomu”, oznaczonymi 1 i 2. Przez poziom ro-
zumiemy zbidr stanoéw o jednakowej energii (zdegenerowanych). Energie poziomé6w oznacza-
my przez E;, a ich stopieni degeneracji (liczbe stanéw kwantowych) przez g; (jest to powszech-
nie stosowany w optyce kwantowej model atomu dwupoziomowego, z tym ze tutaj poziomy sa
zdegenerowane). Energie przejScia pomiedzy poziomami oznaczamy jako E, — E; = hiw,, (ry-
sunek 3.1). Rozwazamy ustalong liczbe N atomoéw i oznaczamy przez N; liczbe (populacje) ato-
mow znajdujacych sie ,na poziomie energetycznym i” (czyli w stanach kwantowych nalezacych
do tego poziomu). OczywiScie N; + N, = N = const.

Wobec oddzialywania z promieniowaniem, stany poziomu 2 nie sg stabilne i w pewnym
momencie spodziewamy sie przejScia na poziom 1, ktéremu towarzyszy¢ bedzie emisja Swiatta
(fotonu). Zakltadamy, ze dla kazdego atomu z osobna rozwazane przejScie nastepuje w losowej
chwili czasu, ze stalym prawdopodobienistwem na jednostke czasu (rozdziat 1.4) i niezaleznie
od innych atomoéw — jest to proces emisji spontanicznej (rysunek 3.2(a)). Wtedy liczba atomow,
ktére w przedziale czasu dt przejda z poziomu 2 do 1, jest proporcjonalna do liczby atoméw na
poziomie 2 oraz do diugosci przedziatu czasu d¢. Kazde przejsScie pomniejsza liczbge atoméw na
poziomie 2, a wiec

dN, =—-A,,N,dt,

czyli
dN,

=-A, N, (emisja spontaniczna), (3.1)
dt |eg

gdzie wprowadziliSmy wspétczynnik Einsteina dla emisji spontanicznej A,, i jawnie zaznaczyli-
$my, ze rozwazamy zmiane liczby atomow tylko w wyniku tego jednego procesu. Rozwigzaniem
tego rownania jest oczywisScie zanik wyktadniczy

N,(£) = N,(0)e™ ",

Rys. 3.1. Dwa poziomy atomowe, pomiedzy ktérymi nastepuja przejScia at

optyczne.  —— F
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Rys. 3.2. Graficzna repre- @ (b) (©

: o — b —F— B —T &
zentacja emisji sponta-
nicznej (a), absorpcji (b) i
emisji wymuszonej (c). —Y__F, B — Y F,
u(®)
Aw)

Rys. 3.3. Schematyczne wykresy linii widmowej przej-
$cia atomowego f(w) i widmowej gestosSci energii pola
u(w) w przypadku szerokiej gestosci widmowe;. Wy

gdzie wprowadziliSmy promienisty czas Zycia' T = 1/ A,;. W atomach typowo jest on rzedu nano-
sekund do milisekund. W samorosnacych kropkach kwantowych typowe czasy zycia dla przejs$¢
promienistych to setki pikosekund do nanosekund.

Jesli gesto$¢ energii promieniowania w przedziale czesto$ci wokol w,; jest niezerowa,
to atom moze zaabsorbowaé¢ kwant energii pola (foton) i przejS¢ z poziomu 1 do 2. Taki
proces nazywamy absorpcjqg (rysunek 3.2(b)). Mowimy, zZe jest to proces wymuszony przez
zewnetrzne promieniowanie (absorpcja moze by¢ tylko wymuszona). Liczba atomoéw,
w ktérych takie przejScie nastapi w przedziale czasu dt proporcjonalna jest do liczby
atomoéw na poziomie 1 i przedziatu czasu, jak poprzednio, ale réwniez do ilosci dostepnej
energii w modach o odpowiedniej czesto$ci. Miarg tej energii jest widmowa gesto$¢ energii
(rozdzial 1.1) dla czestoSci w otoczeniu w,,. Formalnie rzecz biorac, oddzialywanie atomu z
promieniowaniem zalezy od przekrycia linii widmowej f(w) odpowiadajacej danemu przejsciu
z gestoScig widmowg pola u(w). Bedziemy w tym momencie zakltadac, ze atom oddziatuje z
promieniowaniem, ktérego widmo czestoSci jest szerokie, tzn. istnieje kontinuum modéw
promieniowania o gestosci stanéw, ktora jest w przyblizeniu stala w otoczeniu energii przejscia
(rysunek 3.3 ). Wtedy calke przekrycia mozna przyblizyc,

fo dof (@ u(w) = u(wat)fo dof(w), (3.2)

i jest ona proporcjonalna do wartosci gestosci widmowej w czesto$ci odpowiadajacej energii
przejScia atomowego. Tak jest w przypadku atomu w wolnej przestrzeni albo w jednorodnym
(cho¢by w przyblizeniu) dielektryku. Nie musi tak by¢ w rezonatorze albo w strukturze fotonicz-
nej. Jesli przyblizenie szerokiej gestosci spektralnej jest uprawnione, to mamy

dN,

= —B, Ny u(wy) (absorpcja).
at |,

Pojawia sie tu kolejny wspoéiczynnik Einsteina By, (konwencja: indeksy sa w kolejnosci stan po-
czatkowy — stan koricowy; A — proces spontaniczny, B — proces wymuszony).

Albert Einstein zauwazyl (1916), ze nie da sie opisa¢ oddzialywania atoméw z promienio-
waniem w zgodzie z zasadami fizyki statystycznej, jesli nie wprowadzi sie trzeciego, mniej oczy-
wistego rodzaju przejs¢: emisji wymuszonej (my za chwile tez to zobaczymy). Jest to proces,

! Bardziej poprawnie bytoby ,éredni czas zycia ze wzgledu na procesy promieniste”. Nie badZmy jednak nad-
miernymi purystami jezykowymi.



3.2. Szybkosci przejs¢ i reguty wyboru

w ktérym niezerowa gestoS¢ energii pola indukuje przejscie z poziomu 2 do 1. Réwnanie dla
populacji atoméw ma oczywiscie postac

dN,

=—-By,; Nyu(w,,) (emisja wymuszona).
art |ew

W procesie emisji wymuszonej promieniowanie o niezerowej gestosci energii oddzialuje z ato-
mem powodujac emisje kolejnej porcji energii, czyli fotonu (rysunek 3.2(c)).

Pokazemy teraz (w $§lad za Einsteinem), ze wspoéiczynniki A,,, B, i B}, nie sg niezalezne. Za-
uwazmy przede wszystkim, ze wspo6tczynniki charakteryzujq oddzialtywanie atomu ze Swiattem
w dowolnej sytuacji, opisywanej odpowiednig gestoScig widmowg u(w), same natomiast sg usta-
lonymi wlasno$ciami atomu. Mozna je wyznaczy¢ rozwazajac dowolng sytuacje fizyczna. Przyj-
mijmy zatem, ze atomy sg w rOwnowadze termodynamicznej z promieniowaniem termicznym
(rozdziat 1.1). W stanie réwnowagi szybkoscia przej$¢ rzadzi zasada réwnowagi szczegotowej:
Niezaleznie od mozliwych przej$¢ do wszelkich innych stanéw, liczby przej$¢ z poziomu 1 do 2 i
z 2 do 1 musza by¢ réwne”. Mamy wiec

dN,
dt

_dN,
. dt

dN,
+
es dat

= B12N1 u((l)at) = A21N2 + BZINZ u((l)at). (33)

ew

ZatozyliSmy jednak, ze atom jest w rownowadze termodynamicznej. Populacje atoméw w po-
szczegOlnych stanach kwantowych sktadajacych si¢ na poziomy 1i2 muszg wiec spelnia¢ prawo
Gibbsa
Ny/8> _ o0l (esT) (3.4)
Ny /g
gdzie uwzgledniliémy degeneracje pozioméw. Wyznaczajac stad N; i podstawiajac do réwna-
nia (3.3) dostajemy po prostych przeksztalceniach

Ay /By,
(81/8) (Byy/ Byp) el@a ks T) — 1"

U(wyy) =

Wiemy jednak, ze widmowa gesto$¢ energii promieniowania w rownowadze jest opisana pra-
wem Plancka. Powyzszy wynik musi wigec by¢ zgodny z réwnaniem (1.1). Jest to mozliwe dla
dowolnej temperatury wyltacznie wtedy, gdy

2.3 2.3 2.3
nec nec’ 1 nec 1
Byy=—=5An=—=5-  Bp= & By = & 3 (3.5)
nwy, hwy, T g 8 hw, T

Jak widac, dla ustalonej czestoSci wszystkie wspoétczynniki Einsteina mozna wyrazic przez pro-
mienisty czas zycia 7.

Szybkosci przejsé i reguty wyboru

Teoria Einsteina ma charakter fenomenologiczny. Opiera sie na fundamentalnych zasadach
i dostarcza relacji, ktére musza by¢ stuszne, ale nie wigze wsp6tczynnikéw z opisem na poziomie
»mikroskopowym”, jaki oferuje mechanika kwantowa. Popatrzmy teraz na przejsScia promieniste
w atomach od strony teorii kwantowej. Opis ten stosuje sie tez do kropek kwantowych, z tym ze
w przypadku przej$¢ miedzypasmowych jako funkcje falowe nalezy wzig¢ funkcje Blocha.

2 Zauwazmy, Ze samo pojecie réwnowagi zaklada, ze nie zmieniaja sie populacje na poziomach (stan stacjo-
narny), ale to mozna by osiagna¢ poprzez przejécie cykliczne z udziatem trzeciego poziomu: 1 — 2 — 3 — 1. Takie
stany stacjonarne istniejg w przyrodzie, ale wymagaja pompowania energii do uktadu i dyssypacji, sa wiec stanami
nieréwnowagowymi.
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W mechanice kwantowej prawdopodobieristwo przejscia na jednostke czasu dane jest ztota
regulq Fermiego

21
Wi = I |M21|2g(ha)at),

gdzie g(hiw,,) jest gestoscig koncowych stanéw kontinuum, ktéra w przypadku przej$¢ pomie-
dzy dyskretnymi poziomami atomowymi réwna jest gestosci stanéw fotonowych o odpowied-
niej energii, natomiast M,; jest elementem macierzowym hamiltonianu oddzialywania atomu
ze Swiattem. Zauwazmy, ze element macierzowy jest jedynym parametrem charakteryzujacym
procesy oddzialywania ze Swiattem, co ttumaczy zwigzek pomiedzy wspoiczynnikami Einste-
ina. Ponadto M,, = My,, wigc wspotczynniki dla przejs¢ wymuszonych réznia sie wytacznie ze
wzgledu na r6zng degeneracje poziomoéw (opis kwantowy odnosi sie do poszczegélnych stanéw
kwantowych).

Jesli rozmiar atomu jest znacznie mniejszy od dtugosci fali (a tak jest w przypadku przejs¢
optycznych w atomach i kropkach kwantowych), to w wiodacym rzedzie hamiltonian oddziaty-
wania mozna zapisa w przyblizeniu dipolowym

H=-d-E&,

gdzie d jest operatorem momentu dipolowego atomu, a £ jest operatorem pola elektryczne-
go. Zauwazmy, ze klasycznie jest to po prostu energia dipola w polu elektrycznym. Przejscia
opisywane przez ten hamiltonian okre$la si¢ jako dipolowe elektryczne i oznacza E1 (jedynka
oznacza tu pierwszy rzad rozwiniecia multipolowego). Nie bedziemy w tej chwili wchodzi¢ w
formalizm po6l kwantowych, by doktadnie opisa¢ operator pola £. Wystarczy nam informacja,
ze — podobnie jak w optyce klasycznej — mozna go zapisa¢ w postaci £ = é£™") + h.c., gdzie &
jest (zespolonym) wektorem polaryzacji, operator £ reprezentuje sktadowa pola o dodatnich
czesto$ciach, a ,hc” oznacza sprzezenie hermitowskie. Mamy wtedy

M, o 2ld-&[1) = e2|r|1)- &,

gdzie skorzystaliSmy z definicji momentu dipolowego d = er. Widzimy wiec, ze przejsScie spon-
taniczne jest dipolowo dozwolone, jesli rzut elementu macierzowego operatora potozenia na
wektor polaryzacji pola jest niezerowy przynajmniej dla pewnej polaryzacji. Ponadto, gdy przej-
Scie jest wzbudzane w kontrolowany spos6b §wiatlem o ustalonej polaryzacji badZ gdy atom
(albo kropka kwantowa) oddziatuje z polem o okreSlonej polaryzacji (np. w rezonatorze o odpo-
wiedniej geometrii lub w strukturze fotonicznej), to przejScia beda zachodzi¢ w zaleznosci od
polaryzaciji pola. Otrzymujemy w ten spos6b reguty wyboru dla dipolowych przej$¢ optycznych.

W atomach zastosowanie regul wyboru jest fatwe w przyblizeniu jednoczastkowym,
poniewaz stany elektronowe majg okreSlony moment pedu, katowa zaleznos¢ ich funkcji
falowych opisana jest harmonikami sferycznymi, a wiec element macierzowy da sie latwo
policzy¢ wprost. W przypadku pétprzewodnikéw o wysokiej symetrii (struktura blendy
cynkowej, np. GaAs, InAs) funkcje Blocha w otoczeniu konkretnego atomu mozna traktowac
w przyblizeniu jak orbitale atomowe o okreSlonej symetrii (p dla pasma walencyjnego, s
dla pasma przewodnictwa), co pozwala zastosowal przedstawiong tu teorie réwniez do
takich ukladéw. W og6lniejszym opisie przejS¢ atomowych nalezy uwzgledni¢ sprzezenia
spinowo-orbitalne i wieloelektronowg nature stanéw atomowych.

Typowe czasy przej$¢ E1 (dozwolonych dipolowo) w atomach mieszcza si¢ w przedziale od
1 ns do 100 ns. PrzejScia E2 (elektryczne kwadrupolowe) oraz M1 (magnetyczne dipolowe, czyli
zwigzane z dzialaniem pola magnetycznego w najnizszym rzedzie rozwiniecia multipolowego)
majq czasy zycia o 4 rzedy wielko$ci dltuzsze. Przejscia E3 i M2 sg wolniejsze o kolejne 4 rzedy
itd.> Wystepowanie przejé¢ zaréwno bardzo szybkich, jak i niezwykle wolnych (nawet w skali

3 Patrz zestawienie w podreczniku: M. Fox, Quantum Optics. An Introduction.

= aﬁ@



3.3. Lasery

minut i godzin), opisywano niegdy$ poprzez ich klasyfikacje na fluorescencje (przejscia ,na-
tychmiastowe” — uktad §wieci w czasie pobudzania) i fosforescencje (przejscia z obserwowalnym
op6znieniem). Dzi$ jednak umiemy $ledzi¢ w czasie nawet najszybsze przejscia E1, a ponadto
umiemy je opisywac i klasyfikowac bardziej formalnie, wigc ten podziat ma raczej znaczenie hi-
storyczne. Istniejg tez stany, dla ktérych przejscia (jednofotonowe) sg zabronione we wszystkich
rzedach. Nazywamy je metastabilnymi. W pétprzewodnikowych kropkach kwantowych jedyny-
mi istotnymi przejSciami sq dipolowe elektryczne, poniewaz wszystkie przejScia wyzszego rzedu
sg wolniejsze od proceséw niepromienistych.

Og6lny opis regul wyboru, réwniez dla przej$¢ wyzszego rzedu niz dipolowe, uzyskuje sie
w ramach zaawansowanej teorii momentu pedu, w jezyku tensoréw sferycznych i twierdzenia
Wignera-Eckarta.

Lasery

Pojawienie sie laser6w” (ok. 1960r.) dato poczatek wspéiczesnej optyce kwantowej. Nie be-
dziemy sie tu zajmowac w szczeg6tach konstrukcjg laseréw, warto jednak zrozumie¢ od strony
fizycznej zasady ich dziatania i pozna¢ podstawy terminologii.

3.3.1. Fizyczne podstawy emisji laserowe;j

Kazdy laser sklada si¢ z rezonatora, w ktérym zwigzane sg mody promieniowania, oraz z
oSrodka aktywnego, czyli materialnego oSrodka, ktéry wymienia energie z promieniowaniem
(rysunek 3.4). OSrodek aktywny jest pobudzany (pompowany), to znaczy w jaki$ sposéb prze-
kazywana mu jest z zewnatrz energia (standardowo odbywa sie¢ to elektrycznie albo optycznie).
Mozna sobie wyobraza¢, ze Swiatlo wielokrotnie biegnie pomiedzy zwierciadtami ograniczaja-
cymi rezonator, oddzialujac z materiag osrodka aktywnego. W tym oddzialywaniu wymieniana
jest energia, co opiszemy, korzystajac z fenomenologicznego formalizmu Einsteina, opisanego
w rozdziale 3.1. Jedno z luster cze$ciowo przepuszcza §wiatlo, pozwalajac na opuszczenie ukta-
du przez wiagzke.

Relacja pomiedzy szerokoscig linii a widmowg gestoScia energii jest w przypadku rezonato-
ra odwrotna niz rozwazana w rozdziale 3.1: teraz gestoS¢ widmowa jest waska, poniewaz mo-
dy rezonatora sg skwantowane, a ich czas zycia jest wzglednie dtugi. Co prawda linia emisyjna
pojedynczego atomu jest jeszcze wezsza, ale widmo emisyjne badZ absorpcyjne oSrodka jest
zdominowane przez poszerzenie niejednorodne (np. dopplerowskie dla gazu, badZ wynikajace
z rozkladu energii przejscia dla kropek kwantowych, co oméwimy w kolejnym rozdziale), ktére
jest duzo szersze (rysunek 3.5). Ponownie oddzialywanie jest dane calkg przekrycia, jak w row-
naniu (3.2), ale teraz interpretujemy to w taki sposob, ze mod rezonatora oddziatuje efektywnie
z podzbiorem atomow, ktory jest w rezonansie z modem. Mamy w obecnym przypadku

‘[0 do f(w)u(w) zf(a)o)fo dou(w) = f(wyu,

pobudzanie
M M
osrodek
aktywny
Rys. 3.4. Schematyczna reprezentacja lasera. M — lu-
stra, L — dlugo$¢ rezonatora. < L >

4 Nazwa jest akronimem: ang. light amplification by stimulated emission of radiation.
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flow)

Rys. 3.5. Schematyczne wykresy linii widmowej przej-
Scia atomowego f(w) i widmowej gestosci energii pola
u(w) w przypadku waskiej gestosci widmowej. Tu ob-
wiednia linii widmowej f(w) odpowiada poszerzeniu
niejednorodnemu i jest proporcjonalna do liczby ato- |

mow o danej czestosci przejScia atomowego. @y

u(@)

gdzie w, jest czesto$cig modu rezonatora, a u — catkowitg gestoscia energii modu. Szybkos¢
przejs¢ absorpcyjnych bedzie wiec teraz wynosita B, N; f (w,) 1, a emisyjnych (wymuszonych):
By N, f () u.

Chcemy, by energia przekazywana byla z osrodka aktywnego do promieniowania
(czyli nastepowalo wzmocnienie), a wiec przejs¢ emisyjnych (z wyzszego poziomu do
nizszego) musi by¢ wiecej niz absorpcyjnych (z nizszego do wyzszego). Musi wiec zachodzic¢
By N, f(wg)u > By, N, f(wg) u, czyli — korzystajac z drugiej relacji (3.5) — N,/ g, > N,/ g;. Sytuacje
taka nazywamy inwersjq obsadzen. Ale w réwnowadze spelnione jest prawo Gibbsa opisane
réwnaniem (3.4), z ktérego wynika, ze N,/g, < N;/g;. Oznacza to, Ze w stanie rownowagi
inwersja obsadzen nie jest mozliwa, a wigec nie moze wystapi¢ wzmocnienie.

Aby opisa¢ efekt wzmocnienia iloSciowo, rozwazmy wigzke swiatla biegnaca w kierunku +z
przez oSrodek materialny ztozony z ,atoméw” dwupoziomowych. Niech W, = B}, N, f(wg)u
bedzie liczbg przejs$¢ ze stanu 1 do 2 (absorpcja). Zdefiniujmy liczbe atoméw na poziomie i na
jednostke objetosci n; = N;/V iliczbe przejs¢ na jednostke objetoSci w,, = W;,/V. Mamy

231

1 1 g, 7n°C
Wiz = lez = VBllef(wo)u = Biomy fwg)u= 22 ;nlf(wo) u,

g1 ndhw3,
gdzie we wzorze (3.5) zastapiliSmy ¢ — c¢/n, poniewaz w laserze Swiatto propaguje w oSrodku
aktywnym o wspoétczynniku zalamania n. Podobnie dla emisji wymuszonej,

w2l

le e
3 3
n>hwy,

;nzf(wo).

Rozwazmy teraz bilans energii dla segmentu osrodka aktywnego o bardzo matej szerokosci
Az i polu przekroju poprzecznego A, przez ktéry przebiega wigzka o strumieniu energii (czyli
mocy na jednostke powierzchni) Z (rysunek). Moc wchodzaca wynosi P;, = AZ(z), a moc wy-
chodzaca P, = AZ(z + Az). Rozwijajac ostatnie wyrazenie w szereg Taylora w najnizszym (li-
niowym) rzedzie w Az dostajemy bilans mocy

az dz
P, =A—Az=—AV,

P,
dz dz

out

gdzie AV = AAz jest objetoscig rozwazanego segmentu. Zasada zachowania energii wymaga,
by nadwyzka mocy wychodzacej nad wchodzacg byla réwna energii przekazanej wigzce Swiatla
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przez oSrodek. Kaze przejScie 2 — 1 wigze sie z przekazaniem wigzce energii fiw, (pamigtamy, ze
z wigzka oddziatujg tylko te atomy, ktére sq w rezonansie, iw,; = hiw,). W objetosci AV przejsc
takich jest w,, AV. Natomiast kazde przejScie 1 — 2 odbiera wigzce energie fiw,, a przejsc ta-
kich jest w;,AV. Mamy stad moc przekazang wigzce w rozwazanym segmencie przez oSrodek
aktywny

Poa = (le - wlz)hwoAV.
Przyréwnujac do siebie dwa ostatnie réwnania otrzymujemy réwnanie ciagglosci dla strumienia

energii

az n3n?cd 1 g
out ~ Pin = Poa = iz = (Wy) —wyp)hwy = hwoh—wg;ﬂwo)u(”z - g_jnl)

p

Poniewaz energia transportowana jest z predkoscig c/n, gesto$¢ energii zwigzana jest ze stru-
mieniem energii relacja

n
u=-17I.
c

Zdefiniujemy tez iloSciowo inwersje obsadzen, An = n, — (g,/g,)n,. Uwzgledniajac te definicje i
wykorzystujagc powyzsze rownanie mamy
2.2

———An,

dl
— =Y(wy)Z, Y(wy) = —
n a)OT

dz
gdzie zdefiniowaliSmy wspétczynnik wzmocnienia y(w). Rozwigzaniem tego réwnania dla do-
datniego wzmocnienia jest narastajaca funkcja wykltadnicza: moc wigzki ro$nie, a wiec faktycz-
nie nastepuje wzmocnienie (w przeciwnym razie, y(w,) < 0, mamy po prostu do czynienia z
pochlanianiem S§wiatla, czyli prawem Lamberta-Beera). Widzimy, ze wzmocnienie jest propor-
cjonalne do wspotczynnika inwers;ji.

W praktyce dwa poziomy, pomiedzy ktérymi nastepuje przejScie laserowe, sg czescig nie-
co bardziej rozbudowanej struktury pozioméw energetycznych, ztozonej z trzech lub czterech
poziomow przedstawionych schematycznie na rysunku 3.7. Pompowanie w zasadzie zawsze od-
bywa sie przez pewien poziom 3, r6zny od gérnego poziomu 2 przejscia laserowego, z ktérego
nastepuje szybka relaksacja do poziomu 2. Takie rozwigzanie sprzyja efektywnemu tworzeniu
inwersji obsadzen, przy czym poziom 3 mozna wybrac tak, by fatwo bylo do niego wzbudza¢
(wstrzykiwac¢ ) nosniki. Fizyczna realizacja tych pozioméw moze by¢ bardzo r6zna. W przypad-
ku pélprzewodnika jest to kontinuum stanéw elektronu i dziury w pasmach, odpowiednio, prze-
wodnictwa i walencyjnym. Wykorzystanie pasma zamiast pojedynczego poziomu 3 umozliwia
wydajniejsze wstrzykiwanie i transport tadunku. W przypadku lasera helowo-neonowego (rysu-
nek 3.8), jest to poziom wzbudzony atomoéw helu, ktéry mozna wzbudzac poprzez zderzenia
z elektronami przepuszczajac przez uktad prad. Poziomem 2 jest jeden z dwéch wzbudzonych
poziomo6w atomu neonu, do ktérych przejscie nastepuje poprzez wymianeg energii w zderzeniu
atomo6w He i Ne. W ukladzie mozliwe sg r6zne przejscia optyczne, a wigc laser emituje wiele
linii, z ktérych jedna, A = 632.8 nm, lezy w zakresie widzialnym, a pozostate w podczerwieni (na
rysunku zaznaczono tylko trzy z nich). Z kolei zapelnianie stanu 1 redukuje inwersje obsadzen,
stad korzystna jest struktura poziomow, w ktorej atomy szybko relaksuja do pewnego nizszego
poziomu 0, oprézniajac stan 1 (rysunek 3.7(b)). Tak wtasdnie jest w laserze He-Ne.

— 3 3
@) —_—2 (b) N 2

Rys. 3.7. Schematyczna reprezentacja przejs¢
laserowych (czerwone strzatki) w o§rodku ak-
tywnym o strukturze trzypoziomowej (a) i A 4

—_—1 — 1
czteropoziomowe;j (b). l 0
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215 —r \VaVa VallivY) 339 um
2's v HelNe D =
1 \ collision
S 632.8 nm
' ' 1.15 ym
. . T E : Fast radiative —— P
Rys. 3.8. Struktura poziomoéw, Excitation fmnsitjom/
mechanizm  pobudzania oraz = % by electron 35—
przejScia kwantowe w laserze % Collisioln :
He-Ne. Wybrane przejScia laserowe : ! v Diffusion
. 1 ' 1 to walls
oznaczono czerwonymi strzatka- ' . '
mi. Zrédto: XuPanda/Wikimedia t ' Groud __Y
j state
Commons/CC-BY-SA-4.0. Helium Neon

Kinetyke lasera oméwimy w spos6b uproszczony na przyktadzie uktadu czteropoziomowego
przedstawionego na rysunku 3.7(b). Dla uproszczenia bedziemy zaktadaé, ze poziomy sg nie-
zdegenerowane. Istotng cechg uktadu czteropoziomowego jest szybka relaksacja ze stanu 1 do
0, dzieki czemu mozna przyjac, ze stan 1 jest zawsze pusty, a wiec inwersja obsadzen jest po
prostu réwna liczbie atomoéw na poziomie 2, czyli n, (na jednostke objetosci). Interesuje nas
moc promieniowania emitowanego z lasera, ktéra jest proporcjonalna do gestosci energii modu
wewnatrz rezonatora u, oraz wspolczynnik wzmocnienia, ktory jest proporcjonalny do inwersji
obsadzen, a wiec w obecnym przypadku do n,; poszukujemy wiec tych dwéch wielko$ci. Za-
cznijmy od przyblizonej dyskusji jakoSciowej, a nastepnie sformulujemy opis bardziej iloSciowy.

Gdy pobudzanie jest stabe, gestos$¢ energii modu rezonatora jest mata i w kinetyce przejscia
laserowego dominuje emisja spontaniczna. Niech szybkos¢ pompowania (liczba atoméw prze-
chodzacych ze stanu 3 do 2 na jednostke czasu i objetoéci osrodka aktywnego®) wynosi R, a czas
zycia (ktéry moze obejmowac procesy niepromieniste, emisje do modu rezonatora oraz emisje
do modoéw niezwigzanych w rezonatorze) — 7. W stanie stacjonarnym liczba atoméw przecho-
dzacych (na jednostke czasu i objetosci) ze stanu 2 do 1 w wyniku emisji spontanicznej, czyli
n, /T, musi by¢ dokladnie rownowazona przez pompowanie stanu 2, a wiec R = n, /7, stad

n, = RT (stabe pobudzanie).

Niech f < 1 bedzie wzgledna czescig proceséw relaksacji 2 — 1, ktére zwigzane sa z emisjg do
modu rezonatora (tylko cze$¢ emitowanych spontanicznie fotonéw trafia do tego modu). Wtedy
przyrost gestosci energii rezonatora na jednostke czasu rowny jest iwfn,/t i musi by¢ rowny
stratom zwigzanym z emisjg promieniowania z rezonatora I'u, ktéra proporcjonalna jest do ge-

() (b)

Rys. 3.9. Zalezno$¢ mocy lasera (a) oraz Yin A
wspo6lczynnika wzmocnienia (b) od mo-
cy pobudzania. Niebieskie linie: sche- a, >~
matyczna zalezno$¢ zgodna z analizg
przypadkéw granicznych. Czerwone li-
nie: rozwigzanie réwnan kinetycznych
dla lasera czteropoziomowego. Przyjeto R R

B =0.05. R R

5 Technicznym parametrem jest prad pompowania (wstrzykiwania, albo iniekcji tadunku, ang. injection cur-
rent) ] = eV R, gdzie V jest objetoscia uktadu.
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stosci energii (I jest szybkoScig ucieczki foton6w, czyli odwrotnoS$cig czasu uwiezienia fotonu w
rezonatorze). Przyréwnujac dwie ostatnie wielko$ci znajdujemy

. hwyp n, = hwy,BR
I't r
Widzimy wiec, ze w warunkach stabego pobudzania zar6wno inwersja obsadzen, a wiec
wspolczynnik wzmocnienia, jak i gesto$¢ energii, a wigc moc lasera, sg proporcjonalne do
mocy pompowania (pradu iniekcji), a wspoéiczynnik proporcjonalnosci wynika z réwnowagi
pomiedzy pompowaniem a stratami rezonatora. ZaleznoSci te przedstawione sg schematycznie
w postaci niebieskich linii dla R < Ry, na rysunku 3.9.
W granicy silnego pobudzania dynamike gestosci energii determinuje emisja wymuszona i
straty rezonatora. Mamy wigc, pomijajac emisje spontaniczna,
du
P hwy By, f(wo)nyu—Tu=[RwyBy fwy)n, —T| u,
gdzie pomijamy wptyw emisji spontanicznej. Dla ustalonego n, rozwigzaniem tego rownania
jest funkcja wyktadnicza, ktéra narasta dla n, > ny, = I'/[iwyB,; f(wy)] i zanika dla n, < ngy,.
Gdyby w pewnej chwili obsadzenie poziomu 2 wzrosto powyzej warto$ci progowej n,, to nasta-
pi wykladniczy wzrost gestoSci energii, co spowoduje wykladniczy przyrost wydajnosci emisji
wymuszonej i w konsekwencji szybki spadek wartoSci n,. Odwrotnie, jesli n, < ny,, to emisja wy-
muszona wykladniczo stabnie i nastepuje akumulacja liczby atom6w na poziomie 2. Widzimy
wiec, ze nieliniowy uktad dynamiczny reprezentujacy laser ma wlasnos$¢ samoregulacji: liczba
atomO6w na poziomie 2 w rezimie silnego pobudzania ustala sie na poziomie warto$ci progowej

r
- Iy By, f (@)

Oznacza to, ze poczatkowy liniowy wzrost wsp6tczynnika wzmocnienia wysyca sig na warto$ci
proporcjonalnej do ny,, gdy pobudzanie staje sie silne. WartoSc¢ ta reprezentowana jest pozioma
czeScig niebieskiej linii na rysunku 3.9(b). Z kolei stacjonarno$¢ warto$ci n, wymaga rownowagi
pomiedzy pompowaniem a emisjg spontaniczng i wymuszong, a wiec R = B, f(wg)n,u+ n, /7.
Podstawiajac n, = ny, otrzymujemy

u = 1% (R-Ry), Rp= L
T ) T o By, fwy)T

(stabe pobudzanie).

n, = Ny, (silne pobudzanie).

(silne pobudzanie). (3.6)

Wprowadziliémy tu progowa warto$¢ pobudzania Ry,. Zauwazmy, ze liniowa zalezno$¢ n, = Rt
osiaga warto$¢ wysycenia n, = ny, wlasnie dla R = Ry, stad przyjeto, ze ta wlasnie warto$¢ okre-
$la prog akcji laserowej uktadu. Zalezno$¢ mocy lasera od pompowania w rezimie silnego pobu-
dzania jest w naszym modelu nadal liniowa, ale o znacznie wiekszym nachyleniu niz dla stabego
pobudzania (rysunek 3.9(a), niebieska linia).

Do$¢ tatwo mozna znaleZ¢ pelng zalezno$¢ parametréw u i n, naszego lasera od intensyw-
no$ci pobudzania w stanie stacjonarnym. Zarysujemy tu metode rozwigzania, pozostawiajac
czytelnikowi przeliczenie szczeg6tow. Piszemy rownania kinetyczne uwzgledniajgce wszystkie
wspomniane wyzej procesy,

du N,

—=|B +B—2 | hwy —Tu,
dr o f(wo)nyu ’Br Wy u
dn, ny
~—2=-R-B - =,

dr o1 f (o)nyu -

Nastepnie wprowadzamy przeskalowane bezwymiarowe zmienne x, y oraz przeskalowang in-
tensywno$¢ pompowania r,
1

Ny=npX, U=—"""—Y,
2= h 321f(w0)7y

= aﬁ@
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ktére znaczaco upraszczajq nasz uktad réwnan kinetycznych,

d—¥=F(xy+/3x—y),
@—l(r—x - X)
dt 7 y )

Szukajac stanu stacjonarnego (czyli takiego, w ktérym parametry nie zmieniaja si¢ w czasie),
przyréwnujemy obie pochodne do 0, otrzymujac uktad nieliniowych ré6wnan algebraicznych,

xy+px—y=0,
r—-xy—-x=0.

Dodajac te réwnania stronami, dostajemy rownanie liniowe, z ktérego wyznaczamy
x = (r—y)/QA - B), co podstawiamy do pierwszego réwnania, rozwigzujemy otrzymane
rownanie kwadratowe na y, odrzucamy niefizyczne rozwigzanie ujemne (bo y jest gestoScig

energii) i dostajemy
—l(r—1+\/(r—1)2+4,6r) x==7
V=3 ’ 1-p

To rozwigzanie wykreS§lone jest czerwonymi liniami na rysunku 3.9.

3.3.2. Tryby pracy lasera

Swiatlo laserowe ma kilka bardzo istotnych cech. Po pierwsze jest ono bardzo silnie skolimo-
wane (czyli propaguje w duzym stopniu réwnolegle do osi wigzki). Wynika to z tego, ze wigzka
Swiatla w laserze wielokrotnie przebiega przez dlugos$¢ rezonatora. Sktadowe wiazki, ktérych
kierunek propagacji nie jest dokladnie réwnolegly do osi rezonatora, po pewnej liczbie odbic¢
trafiaja w boczne $cianki rezonatora i sg pochtaniane. Silna kolimacja wigzki opuszczajacej laser
pozwala bardzo dobrze jg zogniskowac, co umozliwia osiggniecie bardzo duzej gesto$ci mocy.

Wtasno$ci widmowe wigzki zalezg od trybu pracy lasera. Zwigzane jest to z tym, ze rzeczywi-
sty rezonator podtrzymuje nie tylko jeden mod, jak to dotad zaktadaliémy w naszych uproszczo-
nych modelach, lecz wiele r6znych modéw. Dotyczy to zar6wno przestrzennego rozkladu pola
w kierunku podtuznym, czyli wzdtuz osi rezonatora, jaki i w kierunku poprzecznym.

Rozktad pola w kierunku poprzecznym, czyli mod poprzeczny, w przyblizeniu przyosiowym
da sie opisac funkcja Gaussa-Hermite’a, znang z kwantowej teorii dwuwymiarowego oscylatora

harmonicznego,
V2x ) ( V2y ) _2a?
—_— — e w ,
w

Ex,»=&H, ( ”

gdzie H,,(x) jest wielomianem Hermite’a, w charakteryzuje szeroko$¢ wigzki, a wigzka propagu-
je w kierunku z. Mody oznaczamy pargq liczb (m, n). Mod (0,0) nazywamy podstawowym. Mody
poprzeczne wyzszego rzedu sg niekorzystne z dwoch powodéw: Po pierwsze, poniewaz wyzsze
mody maja wieksza Srednig warto$¢ poprzecznej sktadowej wektora falowego, ich energia jest
wyzsza niz dla modu podstawowego o tej samej dltugosci fali wzdtuz rezonatora, co oznacza
obnizenie stopnia monochromatyczno$ci Swiatla. Po drugie, gesto$¢ energii modéw wyzszego
rzedu jest roztozona dalej od osi, a w przypadku nieparzystego m lub n zeruje si¢ w osi wigz-
ki (rysunek 3.10). Mody wyzszego rzedu powinny wiec zosta¢ wytlumione, co okre$lamy jako
selekcje modu poprzecznego.

W celu selekcji podstawowego modu poprzecznego mozna wykorzystac fakt ze mody wyz-
szego rzedu charakteryzuja sie szerszym rozktadem gestosci energii w ptaszczyZnie poprzecznej,
tzn. wieksza cze$¢ mocy wigzki przenoszona jest w wiekszych odlegto$ciach od jej osi. Poniewaz
wigzka przebiega przez rezonator wiele tysiecy razy, nawet nieznaczne wyttumienie modu po-
woduje Ze nie jest on efektywnie wzmacniany. Takie ttumienie mozna osiaggna¢ umieszczajac

H

n
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3.3. Lasery

5 (0,0) -> 1% strat 5 (1,0) -> 10% strat
1 14
_1 _1 .
-2 -2
=3 0 2 -2 0 2
X X
(2,0) (1,1)
11 1
Rys. 3.10. Rozktad gestosci energii w o4 . , -
ptaszczyZnie poprzecznej dla wigzek
Gaussa-Hermite’a o podanych nad wy- 1 1
kresami liczbach (m, n). Zielone koto re- -2 : : 1 -2 b : !
prezentuje aperture o Srednicy T w. % X

wewnatrz rezonatora przestone z aperturg (otworem) o takiej Srednicy, by przechodzita przez
nig niemal cata moc modu podstawowego, lecz by mody wyzszego rzedu doznawaly istotnych
strat. Rysunek 3.10 przedstawia rozktad gestosSci energii dla kilku najnizszych modéw poprzecz-
nych Gaussa-Hermite’a. Zielone koto reprezentuje aperture o Srednicy mw. Dla tak dobranej
apertury mod podstawowy doznaje jedynie 1% strat przy kazdym przejéciu przez aperture, pod-
czas gdy juz najnizszy wyzszy mod doznaje strat w wysokosci 10%.

Warunki brzegowe w kierunku wzdluz rezonatora wymuszajg kwantowanie dlugosci fal
uwiezionych modéw, A,, = 2L/ m. Wynika z tego warunek dla liczby falowe;j,

b/
k,,=m—
m mL
W osrodku z dyspersjq w waskim przedziale czesto$ci odpowiadajgcym zakresowi wzmocnienia
oSrodka aktywnego czesto$¢ jest w przyblizeniu liniowg funcja liczby falowej i jest zwigzana z
liczba falowa relacjq w = w, + vgk, gdzie v, = dw/dk jest predkoscia grupowq w tym przedziale
czestosci (patrz rysunek 3.11). CzestoSci kolejnyc modéw dane sg wiec przez czesto$ci modu,

TV,
W, =wy+m—— =mdw,
L

a wiec kolejne mody majg czestosci odlegte o dw = v,/ L. Dla typowych dtugosci rezonatorow
rzedu kilkudziesieciu centymetréw oraz wspoéiczynnika zatamania rzedu 1 réznice czesto$ci po-
miedzy kolejnymi modami sa w zakresie 10 s, co odpowiada energiom rzedu ueV. Jest to war-
to$¢ znacznie mniejsza od typowego poszerzenia niejednorodnego linii emisyjnej oSrodka ak-
tywnego. Np. w przypadku laser6w na kropkach kwantowych szerokos$¢ obwiedni linii emisyjne;j,

()]

100 /

Rys. 3.11. Mody rezonatora w oS$rodku z dysper-
sja. Czerwona linia reprezentuje przykladowg zalez-
no$¢ czestosci od liczby falowej (krzywa dyspersji) dla
oSrodka aktywnego. Szarm prostokatem zaznaczono Sk A
przedzial czestosci, w ktérym aktywny jest osrodek. M T T T T T
Szara prosta jest styczng do krzywej dyspersji w tym K
obszarze. W
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Rozdziat 3. Przejscia promieniste, wspotczynniki Einsteina, lasery

Rys. 3.12. Schematyczna reprezentacja obwiedni funk-
cji wzmocnienia (zielona linia), strat rezonatora (prze-
rywana linia) i czestoSci modéw rezonatora (szare
stupki). Ciemnoszare stupki reprezentujaq mody, dla
ktérych wzmocnienie przewyzsza straty, wiec bedzie

N L O B L B B B B P}

zachodzi¢ akcja laserowa. Sw

ktéra jest jednoczes$nie odpowiednig funkcje wzmocnienia, wynosi kilkanascie badz kilkadzie-
sigt milielektronowoltéw. Oznacza to ze w przedziale czestosci rzedu szerokos$ci linii widmowej
oSrodka aktywnego miesci si¢ zwykle bardzo wiele moduléw rezonatora (rysunek 3.12). Mod m
o0 czestosci w,,, jest powyzej progu akcji laserowej (czyli daje wktad do wigzki laserowe;j), jesli
R > Ry, p,, gdzie przez Ry, ,,, oznaczyliSmy progowa warto$¢ pobudzania dla danego modu, kt6-
ra zalezy od warto$ci funkcji obwiedni przy czestosci modu, f(w,,), zgodnie z r6wnaniem (3.6).
Korzystajac z tego rownania widzimy, Ze laseruja mody, dla ktérych funkcja obwiedni linii wid-
nowej oSrodka przekracza pewna krytyczng warto$¢ (przy danej intensywnosci pobudzania)

fwy)> e

hw,, By RT
(kropkowana linia na rys. 3.12). W warunkach dostatecznie silnego pobudzania zasadniczo
wszystkie mody w przedziale energii wyznaczonym z grubsza szerokoScig linii widmowej
osrodka aktywnego laserujg (ciemniejsze stupki na rys. 3.12). Zobaczymy teraz, ze wlasnosci
emitowanej wigzki zalezg od relacji fazowej pomiedzy tymi modami.

Pole elektryczne promieniowania w rezonatorze jest sumag wielu bardzo waskich linii czesto-
éciach w,,. Oznaczmy zespolone amplitudy tych linii przez £, = |£,|e'?n. Wartosci bezwzgled-
ne tych amplitud zalezg od warto$ci funkcji wzmocnienia w czestosci w,, i opisane sa pewna
obwiednig g(w), o szerokoSci Aw zblizonej do szerokoSci obwiedni funkcji wzmocnienia (rysu-
nek 3.13). W domenie czestos$ci tagczne pole ma wiec postac (dla uproszczenia zapisu pomijamy
przestrzenng obwiednie modu)

Ew =) Epbw—wy),
m

gdzie bardzo waskie linie przyblizamy deltami Diraca. Pole w domenie czasowej obliczamy jako
transformate Fouriera

E() :fdwe_i“”c‘f(w) =Y Epe it (3.7)
m
GestoSc¢ energii w rezonatorze ma postac

u®) o< EOP =Y [EnEp| e Omtm) el@n=wmt,

m,m’

| %I’I | A/g(a)n)
Rys. 3.13. Schematyczna reprezentacja amplitud kolej-
nych mod6éw rezonatora (szare stupki) i ich obwiedni 0)
(zielona linia). D, St



3.3. Lasery

Jesli fazy poszczeg6lnych modéw sg catkowicie losowe, to czynnik fazowy nalezy zastapic
jego Srednig po rozktadzie faz,

e Pm=bm) <ei(¢m_‘pM’)> =0 s
gdzie ostatnia rowno$¢ wynika z faktu, ze dla losowej ré6znicy faz czynnik fazowy usrednia sie do
0, z wyjatkiem przypadku m = m’, kiedy wynosi on oczywiscie 1. Mamy wiec

ut)ox Y |EnE |t Onomlts =" |E,|°  (osowe fazy modow),

m,m’ m

a wiec gestosS¢ energii jest stata w czasie i jest po prostu sumag gestosci energii poszczeg6lnych
modoéw. Laser pracuje w sposob ciagty, emitujac $wiatto o sktadzie widmowym odpowiadajacym
gestoSci energii w rezonatorze, a wiec ztozone z bardzo wielu gesto rozmieszczonych linii opisa-
nych szeroka obwiedniq zblizong do obwiedni funkcji wzmocnienia. Taki tryb pracy nazywamy
cigglym (czesto uzywa sie skrotu ,cw”, ang. continuous wave).

Sytuacja zmienia si¢ diametralnie, jesli fazy wszystkich modéw sg zgodne (nazywa sie to try-
bem synchronizacji modoéw, ang. mode-locking). Przyjmijmy ¢, = 0 dla kazdego n. Zacznijmy
analize od krétkich czaséw, t < 1/8w. Wtedy e’“m! zmienia sie nieznacznie pomiedzy kolejny-
mi czesto$ciami w,,, a wiec caly iloczyn &,,e/“n’ zmienia sie wolno z czestoscig. Sume w réw-
naniu (3.7) mozemy wiec zastgpic calka,

_ i —iwt
E() = 5wfda)g(w)e .

Pole w domenie czasowej ma wiec posta¢ impulsu o obwiedni bedacej transformatq Fouriera
obwiedni amplitud g(w). Skoro obwiednia amplitud ma szeroko§¢ Aw w domenie czesto$ci, to z
wlasnoSci transformaty Fouriera wynika, ze obwiednia impulsu w domenie czasowej ma szero-
kos¢ 7, = 1/Aw. Szerokie widmo wzmocnienia daje wiec krotki impuls. Zauwazmy, Ze caly im-
puls miesci si¢ w zakresie stosowalnosci naszego przyblizenia, bo 6w < Aw, a wigc 7, < 1/6w.
Poniewaz jednak w istocie pole jest sumg sktadowych o réwnoodleglych czestosciach, musi ono
by¢ okresowe z okresem T = 27/ w. Istotnie,

g(t+ T) — nge—lwm(l'+T) — nge—iwmte—ime — nge_lwmt — e—long(t),
m m m

bow,,T = méwT = w,T +2nm, awiec e”"“mT = ¢=iT ‘Widzimy wiec, ze laser bedzie genero-

watl impulsy promieniowania o diugosci 7, powtarzajgce si¢ periodycznie z okresem T, cho¢ za
kazdym kolejnym razem przesuniete w fazie. Stad r6wnowazne okreslenie takiego trybu pracy:
tryb impulsowy.

Pojawiajace sie przesuniecie fazowe® kazdego kolejnego impulsu jest bardzo istotna i w wie-
lu zastosowaniach niepozadang wlasnos$cig. Oznacza ono, ze cho¢ obwiednie impuls6w powta-
rzajq sie periodycznie, to oscylacje pola w obrebie tych impulséw sg przesuniete (rysunek 3.14).

Rys. 3.14. Impulsy lasera pracujagcego w try-
bie synchronizacji modéw =z przesunieciem
obwiednia-no$na. Zwr6¢ uwage na przesuniecie
oscylacji pola wzgledem obwiedni kolejnych impul-
SOW. \

6 Dziekuje dr. Maciejowi Kowalczykowi za bardzo pouczajace dla mnie dyskusje poswiecone tej kwestii.
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Rozdziat 3. Przejscia promieniste, wspotczynniki Einsteina, lasery

Efekt ten nazywa sie przesunieciem obwiednia—nosna (ang. carrier-envelope offset, CEO). Ma on
elegancky interpretacje fizyczng: Zauwazmy, ze okres T = 27/6w = 2L/ v, jest czasem przebie-
gu impulsu Swiatta (paczki falowej) przez rezonator (w dwie strony). Impulsowg emisje mozna
wiec powigzac z impulsem wedrujacym w rezonatorze z predkoScig grupowa. Jednak fala no-
$na (oscylacje pola) przemieszczajq si¢ z predkoscia fazowa vy = ws;/ k7, gdzie m odpowiada
centralnej czestosci impulsu. W oSrodku dyspersyjnym predkosci te sg r6zne. W czasie T droga
przebyta przez fale no$na wynosi
UfT =A (m + (U_()L) .
TV,

Wielko$¢ ta nie jest wielokrotnos$cig dlugosci fali, a wiec fala no$na bedzie przesunieta, o ile
woL/(mvg) nie jest liczbg catkowita. Zauwazmy, ze wielkos¢ t¢ mozna sprowadzi¢ do liczby catko-
witej precyzyjnie regulujac dtugosc¢ rezonatora L. W praktyce, poza oméwiong tu stalg sktadowa
CEO, w rezonatorze lasera wystepujg fluktuacje, ktére kompensowac trzeba poprzez zaawan-
sowane techniki aktywne. Wigzka laserowa generowana w trybie impulsowym ze skompenso-
wanym przesunieciem obwiednia-no$na (a wiec ciag $ciSle identycznych impulséw) nazywa sie
grzebieniem czestosci’ ze wzgledu na fakt, ze jej widmo sklada sie z réwnoodlegtych bardzo wa-
skich linii (rysunek 3.13, z tym ze w realnym grzebieniu czesto$ci tych linii jest znacznie wiece;j).

Aby laser pracowal w trybie cigglym, lecz jednomodowo, potrzebna jest selekcja
modu podtuznego. Jedna z metod, o bardzo duzej precyzji, jest zastosowanie etalonu
Fabry’ego—Perota. Jest to przyrzad, w ktéorym wigzka emitowana przez laser odbija sie
wielokrotnie pomiedzy zwierciadtami, z ktérych jedno ma pewien niewielki, ale niezerowy
wspotczynnik transmisji. Wiazki opuszczajace etalon po réznej liczbie odbi¢ interferuja
konstruktywnie, gdy droga w etalonie (w dwie strony) jest wielokrotnoscig diugosci fali; w
przeciwnym razie interferencja jest destruktywna. Etalon dokonuje wiec selekcji wybranego
modu, dla ktérego zachodzi konstruktywna interferencja.

W tym wykladzie scharakteryzowaliSmy jedynie bardzo podstawowe wtasno$ci laseréow od
strony fizycznej i na do$¢ ogélnym poziomie. Fizyka i technika laser6w jest bardzo rozbudowang
dziedzina, a szczeg6towe podreczniki sa fatwo dostepne. Istnieje wiele konstrukcji laseréw, kt6-
re r0znig sie przede wszystkim rodzajem osrodka aktywnego. W wielu przypadkach determinuje
on uzyskiwane dtugosci fal (tak jak w przyktadzie lasera He-Ne omawianego w rozdziale 3.3.1).
Szczegodlne pod tym wzgledem sa lasery potprzewodnikowe, ktére dzigki inzynierii sktadu, a tak-
ze geometrii nanostruktur, pozwalajg uzyskiwac¢ diugosci fal w bardzo szerokim zakresie, ale
kosztem koherencji otrzymywanej wigzki, ktéra w uktadach pétprzewodnikowych jest ogélnie
dos¢ niska. Taka przestrajalnos¢ jest bardzo wazna w zastosowaniach badawczych. Zastosowa-
nie nieliniowych optycznie krysztalow rowniez pozwala uzyskac przestrajalno$¢ poprzez proce-
sy konwers;ji czesto$ci — tym razem kosztem natezenia wigzki.

Poszerzenie linii widmowych

W tym podrozdziale pokazemy na kilku prostych (ale waznych) fizycznych przyktadach, ze
czas zaniku funkcji korelacji pierwszego rzedu zwigzany jest z szeroko$ciq linii widmowej. Zba-
damy tez zwigzek pomiedzy ksztaltem linii widmowych a przebiegiem czasowym funkciji kore-
lacji.

Na poczatek wyobrazmy sobie Swiatto w przyblizeniu monochromatyczne, ktérego czestos¢
fluktuuje, w(t) = wy + @(1), gdzie w, jest stalg czestoscig centralng, a @(f) jest losowa fluktu-
acja o zerowej Sredniej. Z takim Swiattem mamy do czynienia np. wtedy, gdy zZrodto podlega
jakims$ fluktuujacym zaburzeniom z otoczenia (okreSlanym czesto jako szum). Z jednej strony

7 Jak sie wydaje, nomenklatura nie jest $cisle ustalona i jako grzebier czestosci okreéla sie czasem wiazke lasera
w trybie impulsowym nawet bez kompensacji CEO, o ile ma ona bardzo szerokie widmo.
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3.4. Poszerzenie linii widmowych

Rys. 3.15. Uproszczona ilustracja zaniku koherencji. (a) (b)
W przypadku fluktuacji fazy zielone strzatki reprezen- =0
tuja faze pola (scislej, wartoéé e'?) w réznych powto-

rzeniach. W przypadku niejednorodnego ukladu emi-

terow przedstawiajag one w analogiczny sposéb fazy (o
réznych emiteréw. Reprezentacja jest schematyczna i

uwzglednia pig¢ powt6rzen lub piec¢ emiterow (w rze-

czywistosci liczba ta jest oczywiScie znacznie wigksza). © (d)
Czerwone strzalki reprezentujg warto$¢ Srednig tych
czynnikéw fazowych, proporcjonalng do funkcji kore-
lacji g (7). (a) Chwila poczatkowa 7 = 0. (b,c) PéZniej-
sze chwile czasu. (d) Po czasie znacznie dtuzszym od
czasu korelacji, 7 > 7.

>,

T=1,>T1

jest jasne, ze takie Swiatlo nie jest juz $ciSle monochromatyczne, a jego widmo jest poszerzone
o pewng wielko$¢ 6 @, charakteryzujaca amplitude fluktuacji czestosci (mozna wzia¢ np. odchy-
lenie standardowe zmiennej @(f), ktére nie zalezy od czasu, jesli szum jest stacjonarny). Pole
elektryczne w chwili + ma wtedy postaé £(1) = Eye @0t e’V gdzie (1) = fotdt’(b(t’) jest fazg
akumulowang do chwili ¢ w wyniku fluktuacji czestosci. Fizycznie oznacza to, ze w kolejnych
powtérzeniach eksperymentu faza pola jest r6zna. Mamy

EX(DE(t+T) = EfEye V0T ! PIHT =0,
Dla stacjonarnego szumu Srednia warto$¢ czynnika fazowego nie moze zaleze¢ od ¢, a wiec
<ei[¢(t+r)—¢(z)1> _ <ei[</>(r)—¢(0)1> _ <ez’¢>(r)>_
Funkcja korelacji ma wiec teraz postac
gW(7) = e~i007 <ei¢m> , (3.8)

Warto$¢ wystepujacej w tym wzorze Sredniej z czynnika fazowego przedstawiono na rysun-
ku 3.15. Poczatkowo (7 = 0) wszystkie fazy wynoszg 0, wiec §rednia warto$¢ czynnika fazowego
rowna jest oczywiScie 1 (rysunek 3.15(a)). Narastajgce z czasem rozmycie fazy (ktérego szero-
kos¢ o4 schematycznie zaznaczona jest na rysunku 3.15(b)) powoduje, Ze warto$¢ Srednia ma-
leje (rysunek 3.15(b,c)). Gdy rozmycie fazy osiaga warto$¢ rzedu 2n, czynniki fazowe sg jedno-
rodnie roztozone na okregu jednostkowym i Srednia wynosi 0, a wigc funkcja korelacji catkowicie
zanika.

Dokladna warto$¢ Sredniej oraz jej zaleznoS¢ od czasu zalezy od wlasnosci statystycznych
fluktuacji czestosci i zwykle nie jest tatwa do wyliczenia. W najprostszym modelu mozemy jed-
nak sie spodziewac jakiego$ procesu typu dyfuzji fazy: Jesli @(t) > 0, to faza przesuwa sie¢ w pra-
wo, a jesli @(t) < 0 —w lewo, co w efekcie generuje btgdzenie losowe w jednym wymiarze. Posit-
kujac sie obrazem standardowej dyfuzji jako wyniku btadzenia losowego® oczekujemy wiec, ze
rozklad fazy po czasie T bedzie mial wariancje proporcjonalng do 7 oraz do amplitudy szumu,
oé = 0wt. W przypadku zwyktej dyfuzji jest to rozklad Gaussa i taki model wykorzystamy do
naszych rozwazan. Mamy wiec rozkltad prawdopodobienistwa dla fazy w chwili 7,

1 2
1 e 202(1)

vV 27T0'¢ ’

f@) =

8 Patrz np. D.S. Simons, An Introduction to Stochastic Processes in Physics, rozdz. 3.
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Rozdziat 3. Przejscia promieniste, wspotczynniki Einsteina, lasery

Ktéry pozwala nam wyliczy¢ Srednig w réwnaniu (2.11),

<el(,b(l')> :fd¢el¢fr(¢) — e—%a(p — e—%ﬁlDT'

Oznacza to, ze
g(l) (1) = e—%&bre—iwr’

a wiec funkcja korelacji 1. rzedu zanika wyktadniczo ze stalg czasowg ~ 1/6@. Jak widzimy, czas
zaniku funkcji korelacji jest odwrotnie proporcjonalny do poszerzenia linii widmowej Swiatta.

Drugim przykltadem, ktéry tu rozwazymy, jest Swiatto pochodzace od wielu niezaleznych
emiter6w, r6zniacych sie czestosciami. Z takq sytuacjg mamy do czynienia w gazie atoméw lub
czastek w skonczonej temperaturze, gdzie czestoS¢ obserwowanego promieniowania jest prze-
sunieta w stosunku do czestosci emisji w wyniku chaotycznego ruchu emiteréw (efekt Dopple-
ra). W fizyce p6tprzewodnikow czesto badanym uktadem jest zespot kropek kwantowych. Sa to
sztuczne obiekty, ktorych czestosSci emisji zwykle lezg w do$¢ szerokim przedziale (od kilku do
kilkudziesieciu meV) wokoét czestosci centralnej. W tej dyskusji r6znego rodzaju emitery bedzie-
my po prostu nazywali ,atomami”. Przyjmijmy, ze Swiatto emitowane jest przez kazdy atom z
takg sama amplitudg i w sposob ciagly. Pole pochodzace od pojedynczego atomu i ma postac
&i(n = IEOIei(/’f e Wit gdzie ¢; jest fazg promieniowania emitowanego przez j-ty atom. Pole
elektryczne wigzki Swiatla jest suma pol emitowanych przez poszczegélne atomy,

EM =Y Ei(n=1&|Y e Pie ",
J i

Stad nieunormowana funkcja korelacji ma posta¢
(E*MEE+T)) = &Y et <ei(¢f‘¢l)> e T,
jl

gdzie usredniamy po fazach. Te fazy dla r6znych atomoéw sg niezalezne i catkowicie losowe (roz-
wazamy emisje spontaniczng, a nie akcje laserowa), wiec

. , =1
<el(¢j_¢l)>:{ Zei¢j><€_i¢l>:0, j?fl }:5]'1’

gdzie w przypadku j # I pierwsza r6wnos¢ wynika z niezaleznosci faz ¢; i ¢;, a druga z ich
jednorodnego rozktadu na przedziale [0,27). W takim razie

(EXDEE+T)) = 1E1PY e i,
j

a podstawiajac T = 0 mamy od razu (£* (H)E(1)) = NISOI2

korelacji pierwszego rzedu ma wiec postac

, gdzie N jest liczba atoméw. Funkcja

1 .
() _ —iw;T
T)=— e 7o,
g (1) ”%

Zauwazmy, ze ponownie, tak jak w przypadku fluktuacji czesto$ci, mamy do czynienia z sumo-
waniem czynnikow fazowych. Sytuacje znowu ilustruje wigc rysunek 3.15, z tym ze interpretacja
strzalek jest teraz inna — odnosza si¢ one do p6l emitowanych przez r6zne atomy. Najwazniejsza
r6znica polega jednak na tym, Ze teraz fazy nie ulegaja dyfuzji, lecz ewoluujg deterministycznie
ze stalg predkoscia: ¢; = w ;7. Jesli szerokos¢ rozktadu czestosci wynosi 6@, to tym razem sze-
rokos¢ rozktadu faz bedzie rowna o, = @7, a wigc rosnie liniowo z 7 (a nie proporcjonalnie do
pierwiastka, jak poprzednio).



3.4. Poszerzenie linii widmowych

Jesli atomo6w jest bardzo duzo, to mozna wprowadzi¢ funkcje rozktadu dla ich czesto$ci.
Niech wiec N f(w)dw bedzie liczbg atoméw, ktérych czestosci leza w przedziale (w,w + dw).
Wielko$¢ ta jest bezposrednio mierzalna, poniewaz liczba atoméw jest proporcjonalna do na-
tezenia luminescencji w danym przedziale czestosci. Jezeli szerokos¢ rozkladu czestosci dw jest
znacznie wieksza od szeroko$ci linii emisyjnej pojedynczego atomu, to funkcja f(w) jest po pro-
stu obwiednig linii emisyjnej zbioru atomoéw. Jej szeroko$¢ nie zalezy od wlasnosci pojedyn-
czego atomu, lecz od stopnia niejednorodnosci czestos$ci w zespole atomoéw, stgd méwimy w
takim przypadku o poszerzeniu niejednorodnym (ang. inhomogeneous broadening). W naszych
rachunkach sume mozemy teraz zamienic na catke,

g(l)(T):fdwf(w)ele.

Jak wida¢, funkcja korelacji 1. rzedu jest w takim przypadku transformatg Fouriera rozktadu cze-
stosci czyli obwiedni linii widmowej niejednorodnie poszerzonego zespotu emiteréw. Z podsta-
wowych wtasnosci transformaty Fouriera wiemy, ze jesli szeroko$¢ rozktadu f(w) wynosi dw,
to szeroko$¢ transformaty Fouriera (a wiec czas koherencji) bedzie rzedu 1/6w. Ponadto trans-
formatq Fouriera gaussianu jest gaussian, wiec jeSli poszerzenie linii jest Gaussowskie, to zanik
funkcji korelacji tez jest Gaussowski. Tak jest w przypadku poszerzenia Dopplerowskiego, bo
rozktad Maxwella dla predkosci atoméw jest gaussianem; w przyblizeniu tak samo opisuje sie
rozklad energii w zespotach kropek kwantowych.

Rys. 3.16. Swiatto jako ciag paczek falowych o cza-
: : T<T 'r>1
sle trwania 7. c

Trzecim waznym przypadkiem jest efekt skoriczonego czasu zycia atomu w stanie wzbudzo-
nym. Pobudzony (np. termicznie albo elektrycznie) atom nie promieniuje w sposob ciagty, lecz
emituje paczke fal o amplitudzie zanikajacej wyktadniczo z czasem 7, rOwnym czasowi zycia
stanu wzbudzonego (bo emisja trwa oczywiscie tyle, ile relaksacja promienista do stanu pod-
stawowego). Ciag takich paczek fal przedstawia rysunek 3.16. Paczki emitowane po kolejnych
wzbudzeniach, a takze paczki pochodzace od r6znych atoméw, majg wzgledem siebie losowe
fazy, wiec nie daja wktadu do funkcji korelacji. Jesli badamy autokorelacje takiej wigzki dla op6z-
nien 7 < 7, to mamy wklad od pdl pochodzacych z tej samej paczki, a wiec funkcja korelacji jest
niezerowa. Natomiast dla 7 > 7, pola pochodzg z ré6znych paczek i funkcja korelacji znika w
wyniku usrednienia po losowych fazach.

Mozemy te rozwazania ujac iloSciowo, przyjmujac typowy wyktadniczy zanik natezenia pola
w paczce. Wypadkowe pole elektryczne fali rowne jest £(1) = X ; £;(1), gdzie pole j-tej paczki ma
postac

Ej(D) =01 —1))|ElePie T e ),

gdzie ¢; jest chwilg poczatkowsq danej paczki, a ©() jest funkcjg Heaviside'a,

0, <0,

G(t):{ 1, t=0.

= aﬁ@



Rozdziat 3. Przejscia promieniste, wspotczynniki Einsteina, lasery

Znajdujemy stad nieunormowang funkcje korelacji

<5*(l‘)5(t+‘[)> — |€0lzz<el(¢l_¢)])> eiw(tl—tj)e—(2t+T—tj—fl)/Tc®(t_ t])®(t+T _ tl)e_in.
jl

Tak jak poprzednio, Srednia po calkowicie losowych i niezaleznych fazach redukuje si¢ do 6 ;;, a
wiec
<5* (t)g(t + T)> — |50|26_ine_T/TC Z e—Z(t—tj)/Tc®(t_ tj)-
J

Zakladamy tu 7 > 0, stad ©(f — ;)O(¢ + 7 — ;) = O(¢ — ;). W ostatnim kroku zauwazamy, ze jesli
paczek falowych emitowanych w przedziale czasu o dtugo$ci 7 jest bardzo duzo, to sume mozna
zastapic calkg. Niech $rednia liczba paczek emitowanych w przedziale czasu dt’ wynosi ®dt’
(w teorii fotonowej paczka zawiera jeden foton, wiec ® jest Srednim strumieniem fotonéw w

wigzce). Wtedy
Z...zd)fdt’...
J

i mamy
. t , 1 .
(E*WEX+D) =& e Te T Ted f dr'e 20 = SorlggPe eI
0

Z powyzszego dostajemy natychmiast (£* (1) £(1)) = (1/2)®7 &, |?

du ma postaé

, awiec funkcja korelacji 1. rze-

g(l) (1) = o lWT o= TIT,
i zanika wyktadniczo z czasem korelacji 7.. Z drugiej strony, na mocy wiasnosci transformaty
Fouriera, kwazi-monochromatyczna paczka fal o dtugosci 7, ma widmo o szerokos$ci 6w rzedu
1/7.. Ponownie wigc poszerzenie linii widmowej jest odwrotnoscia czasu korelacji.

Zwiazek czasu korelacji z poszerzeniem linii, zilustrowany tu na przyktadach, jest uniwer-
salny. W formalnej teorii pokazuje si¢, ze widmo mocy promieniowania jest proporcjonalne do
czesci rzeczywistej jednostronnej transformaty Fouriera funkcji autokorelacji,

(o.0]

S(w) :2Ref e TgW (7).
0



Rozdziat

4 Statystyka detekeji fotonow

Zajmiemy sie teraz badaniem wlasnosci wigzek Swiatla w poszukiwaniu cech nieklasycz-
nych. Pierwszg charakterystyka, ktérg bedziemy analizowaé, jest statystyka liczby zliczeni na de-
tektorze w ustalonym przedziale czasu T. Jak widzieliSmy w rozdziale 1.4, w klasycznej teorii
statystyka ta moze by¢ Poissonowska ((An)? = 7, co zachodzi dla idealnie monochromatycznej,
koherentnej wigzki) badZ nad-Poissonowska (An)? > n). Pokazemy, ze model kwantowy (fo-
tonowy) dopuszcza réwniez statystyki pod-Poissonowskie, tzn. istnieja kwantowe stany $wiatta,
w ktérych (An)? < 7. Ze wzgledu na to, Ze zaden detektor nie ma 100-procentowej wydajnosci
kwantowej (czyli nie wykrywa wszystkich foton6w), musimy sie tez zajac¢ zwigzkiem pomiedzy
statystyka liczby foton6w w wigzce, a statystyka zdarzen detekcyjnych (zliczer) na detektorze.
Statystyka zdarzen detekcyjnych moze by¢ mierzona bezposrednio, poprzez zliczanie fotonow,
ale tez posrednio, poprzez statystyczne wlasnosci szumu w pradzie fotodiody. Bedziemy wiec
musieli przeanalizowac statystyke szumu fotopradu, aby zrozumie¢ tego typu eksperymentalng
weryfikacje statystyk sub-Poissonowskich. Zagadnienia te sg treScig poszczeg6lnych podrozdzia-
16w tego rozdziatu.

Statystyka liczby fotonow

Bedziemy rozwaza¢ wigzke Swiatla padajaca na detektor (rysunek 4.1). W modelu kwanto-
wym wigzka sktada sie z fotonéw. W tym podrozdziale wyobrazamy sobie, ze detektor jest ideal-
ny, awiec liczba zliczert w pewnym przedziale czasu T réwna jest liczbie fotonéw padajacych na
detektor. Poniewaz wigzka biegnie z predkosScia Swiatla c, fotony, ktore padna na detektor, to te
znajdujace sie¢ w segmencie wigzki o dlugosci L = cAt przed detektorem. Zalozenie o idealnym
detektorze oznacza wiec, ze umiemy liczy¢ fotony w segmencie wigzki. Eksperyment mysSlowy,
ktéry bedziemy prowadzi¢ w tym rozdziale, sprowadza si¢ do tego, ze wielokrotnie liczymy foto-
ny w ustalonym segmencie wiazki w kolejnych powtérzeniach eksperymentu, budujemy histo-
gram uzyskanych wynikéw (odzwierciedla on peing funkcje rozktadu prawdopodobienstwa dla
liczby foton6w) oraz obliczamy warto$c¢ Srednig 7 i odchylenie standardowe An (albo wariancje
(An)?) uzyskanej serii wynikow.

Zobaczmy najpierw, ze liczba fotonéw w segmencie wigzki musi fluktuowac (czyli
mie¢ niezerowe odchylenie standardowe) ze wzgledu na samg kwantowg nature Swiatla.
Rozwazmy dla przykladu wigzke Swiatla z lasera He-Ne o dlugosci fali 632,828nm i mocy
P = 1nW = 6,25-10'2eV/s. Energia fotonu o takiej dtugosci fali wynosi fiw = 1,944 eV. Liczba
fotonéw w segmencie wiazki o dtugosci L = 1 m wynosi wiec PL/(hwc) = 10,6. Jest oczywiste,
ze taka warto$¢ moze by¢ rozumiana jedynie jako warto$¢ $rednia, bo liczba foton6w musi
by¢ catkowita. Spodziewamy si¢ wiec, ze w naszym mySlowym eksperymencie uzyskamy
wyniki catkowite w okolicy wartosci 11, ale o pewnej niezerowej wariancji. Wida¢ to jeszcze

L = cAt At
Rys. 4.1. Schemat mySlowego eksperymentu: ~ *  ° . I " I I I I I
zliczanie fotonéw przy uzyciu idealnego de- + °~ _ * . ° t
tektora. — "

c detektor



Rozdziat 4. Statystyka detekcji fotonow

wyrazniej w przypadku segmentu wigzki o dtugosci 1 cm. Teraz Srednia liczba fotonéw wynosi
0,106, wiec spodziewamy sig, Ze nie zaobserwujemy zadnego fotonu w wiekszo$ci powtorzen
eksperymentu, czasem zliczymy jeden foton, a bardzo rzadko wiecej niz jeden.

Analize mozliwych statystyk liczb fotonéw zacznijmy od odtworzenia w modelu kwantowym
statystyk klasycznych. Bedziemy rozwazac wigzki monochromatyczne, tzn ztozone z fotoné6w o
ustalonej energii. Rozwazmy strumien fotonéw, w ktérym poszczegélne fotony rozmieszczone
sq catkowicie losowo (tzn. z jednorodnym rozkladem prawdopodobienistwa wzdtuz wigzki) i w
sposob nieskorelowany (czyli niezaleznie od polozen innych fotonéw). Zliczenia na idealnym
detektorze w przedziale czasu At bedg wiec tworzyly cigg niezaleznych zdarzen losowych, a wiec
beda opisane rozkladem Poissona o pewnej §redniej 72 i wariancji (An)? = 7 (rozdziat 1.4). Taki
sam bedzie rozklad liczby fotonéw w segmencie wigzki o dlugosci L = cAt. Wobec tego stru-
mienl nieskorelowanych fotonéw o jednorodnym rozkladzie przestrzennym i ustalonej energii
jest kwantowym modelem wiqgzki koherentnej.

Mozna teraz bezposrednio przenie$¢ wyniki z rozdziatu 1.4 i zauwazy¢, ze w przypadku lo-
sowych zmian $redniej liczby fotonéw 7 (czyli natezenia wigzki) pomiedzy powtérzeniami eks-
perymentu otrzymamy statystyke nad-Poissonowska. Fizycznie wazniejszym przypadkiem jest
jednak Swiatlto w stanie r6wnowagi termicznej o temperaturze T. Rozwazamy teraz jeden wy-
brany mod promieniowania o czestoSci w (np. w rezonatorze). Odtwérzmy pelny rozktad praw-
dopodobienstwa dla liczby foton6w w tym modzie. Energia modu w stanie z n fotonami wynosi
nhw. Zgodnie z prawem Gibbsa, prawdopodobienstwo takiego stanu réwne jest

1
— Z—le—nﬁhw’ — ,
P b=t 7

gdzie

7= i 1B _ (1 B e—ﬁhw)‘l_
n=0

jest sumg statystyczng (sumowany szereg jest oczywiScie bezwzglednie zbieznym szeregiem
geometrycznym). Srednia liczba fotonéw wynosi wiec

o0 (e.0)
=Y np,=2Z"1Y ne"Phe
n=0

n=0

Oznaczmy na moment fliw = x. Mamy

_ i d & 1dZ — 1
n=Z1Y ne™=—-z1_Y e ™= _ " —(1-eHe F(1-e¥) "=
,;0 dx ,;0 Z dx ( e ) e¥—1

0.08 1
0.06 -
0.04 1
0.02 1

Rys. 4.2. Rozklady Poissona (stupki),
Plancka (zielone linie) oraz Gaussa
(niebieska linia) dla Srednich warto-
§ci liczby foton6w wskazanych na ry-
sunkach. W rozkladzie Gaussa przyje-
to wariancje o2 = (An)?, czyli taka, ja-
ka ma rozklad Poissona o tej wartosci

) . 0 10 20 30 40
Sredniej. n n



4.2. Statystyka fotonéw a statystyka zliczeri

(b)
Rys. 4.3. (@ Wigzka @ _L=cAt=ng At I I I I .
pod-Poissonowska. (b) Sygnal =z (©)
idealnego detektora. (c) Rozklad ¢ s ¢ ¢ o o o o & & &
prawdopodobienistwa  dla  liczby g
fotonéw w przedziale zaznaczonym ¢ "  detektor
na rysunku (a). o

Dla Sredniego kwadratu liczby fotonéw mamy

2 1

2y _ -1 2
(n°y=2 Zn -z dxzz (x—1)2+ex—1 27° + 7.

Stad wariancja liczby foton6éw wynosi
(An)®=(n*y-n*=n+n">n.

Widzimy wigc, ze stan termiczny zawsze ma statystyke nad-Poissonowska. Dwa wyrazenia skta-
dajace sie na wariancje w powyzszym réwnaniu interpretuje sie jako wktad kwantowy, zwigzany
z fotonowa natura $wiatla (77) oraz wklad termiczny (722). W odréznieniu od rozkladu Poissona,
ktéry jest skupiony wokét wartosci Sredniej, funkcja rozktadu prawdopodobieristwa dla liczby
foton6éw w stanie termicznym jest $ciSle malejgca. Por6wnanie tych dwéch rozktadow przedsta-
wia rysunek 4.2, gdzie widzimy réwniez, ze dla duzych wartosci Sredniej liczby fotonéw rozktad
Poissona w poblizu maksimum jest dobrze przyblizany rozkladem Gaussa o odpowiednio do-
branej wariancji.

W klasycznej optyce statystyki Poissonowskie i sub-Poissonowskie wyczerpuja wszystkie
mozliwo$ci. Natomiast w optyce kwantowej tatwo mozna poda¢ przyktad wigzki, dla ktorej
statystyka jest sub-Poissonowska: Jest to wiazka, w ktérej fotony rozmieszczone sg w réwnych
odstepach ct, jak na rysunku 4.3(a) (to jest oczywiscie przypadek skrajny). Zliczenia roztozone
beda wtedy w jednakowych odstepach czasu (rysunek 4.3(b)). Jesli wybierzemy At = nyct, to
kazde zliczenie fotonéw da wynik n,, a wiec statystyka zliczen bedzie zgodna z rozkladem
prawdopodobienstwa p,, =1, p,, = 0 dla n # n,. Taki rozktad ma oczywiscie Srednig 7 = n, i
zerowa wariancje (rysunek 4.3(c)), a wiec z pewnoécia (An)? < 7.

Statystyka fotonow a statystyka zliczen

Jak pokazaliSmy w poprzednim rozdziale, kwantowa (fotonowa) natura Swiatta wigze si¢ z
fluktuacjami liczby foton6éw. Drugim Zrédiem fluktuacji jest kwantowa natura procesu fotode-
tekcji: padajacy na detektor foton wzbudza przejscie kwantowe inicjujace proces detekcji (zli-
czenie) z pewnym prawdopodobieristwem, ktére w nowoczesnych detektorach moze by¢ duze,
ale nie jest nigdy rowne jedno$ci (prawdopodobienstwo detekcji padajacego fotonu nazywamy
wydajnosciq kwantowq detektora). Kolejnym Zr6dtem losowoSci sg straty w uktadzie optycz-
nym. W tym rozdziale pokazemy, ze istnieje uniwersalny zwigzek pomiedzy statystyka fotonéw
a statystyka zdarzen detekcyjnych dla danego poziomu tacznej wydajnosci uktadu detekcyjnego
(uwzgledniajacej zaréwno straty w ukladzie, jak i wydajnos¢ kwantowg samego detektora).

Latwo zrozumied, ze straty w uktadzie detekcji prowadza do statystyki zliczen, ktora jest bliz-
sza Poissonowskiej, nawet jesli statystyka liczby foton6éw jest pod-Poissonowska. Jest tak dlatego,
ze losowa, wybidrcza detekcja niewielkiej czesci fotonow daje w efekcie ciag zdarzen wlosowych
i nieskorelowanych chwilach czasu, nawet jesli fotony docierajq do detektora w regularnych od-
stepach. Przeanalizujemy teraz ten efekt iloSciowo.

= af (B



Rozdziat 4. Statystyka detekcji fotonow

Oznaczmy liczbe fotonéw padajacych na detektor w ustalonym przedziale czasu przez n,
liczbe zliczen przez v, a wydajno$¢ uktadu detekcyjnego, zdefiniowang jako prawdopodobien-
stwo detekcji padajacego fotonu, przez n. Zaktadamy przy tym, ze prawdopodobienistwo detek-
cji jest stale i nie zalezy od detekcji innych fotonow.

Prawdopodobienistwo warunkowe detekcji v fotonow, jesli fotonéw padajacych na detektor
byto n, réwne jest

n A=V v
P(vin) = (V)(l mE, v,
0, v>n,

gdzie uwzgledniamy fakt, ze liczba zliczen nie moze przewyzszac liczby fotonéw (pomijamy tu
tzw. ciemne zliczenia, czyli bledne zdarzenia detekcji). Jest to rozktad dwumianowy, opisujacy
prawdopodobienistwo v sukceséw w n prébach !, jesli kazda z préb jest niezalezna od pozo-
stalych, a prawdopodobieristwo sukcesu w kazdej z préb wynosi 1. OczywiScie spetniony jest
warunek unormowania dla rozktadu dwumianowego,

Y P(vln) =1,
v=0

ktéry wynika ze wzoru dwumianowego Newtona dla [+ (1 —n)]" = 1.
Jesli p,, jest prawdopodobienstwem, ze na detektor padio n fotonow, to stosujac wzér na
prawdopodobienstwo catkowite mamy dla catkowitego prawdopodobienistwa v zliczeni

P, =) PWlnp,=> ( Z )(1—n)”_vnvpn.
n

n=v

Aby okresli¢ statystyke liczby zliczen, potrzebujemy zna¢ warto$¢ Srednig i wariancje tej wielko-

éci. Zacznijmy od obliczenia sredniej z v,

|

S X n. n-v__v
(v )—ZV P, Z [viv—-1)+vV]P ; ;VV(V_DW(I me N P,V

Druga rownoS$¢ jest tu trywialng tozsamoscia, a w trzeciej zauwazamy, ze )., vP, jest Sredniq
warto$cig v. Podwdjna suma przebiega po wszystkich parach n,v, dla ktérych v < n. R6wno-
waznie mozna jg zapisac jako sume po wszystkich n oraz po v < n. Ponadto czynnik v(v — 1)
zeruje sie dla v =0iv = 1, wiec sumowanie mozna rozpoczac od v = 2, a wiec réwniez od n = 2,

n—-v._v _ n' n +2)' =y _
V%) = Z ZW( =M N PtV = Z Z VI - ,), —1) N 2 Pyia+7,

n=2v 2 =0v'=

gdzie w ostatnim kroku wprowadzamy nowe zmienne sumowania: n' = n—2 oraz v/ = v—2.
Korzystamy teraz z warunku unormowania rozkladu dwumianowego

¢ (fl +2)' n'—v' v+2 2 1 p 9 1
Vgov’!(n'— )( = =n*(n' +2)(n'+ )Z V) =n*(n' +2)(n' + 1),

co daje
(v)—n Z(n +2)(n’ +1D)pyot+v=n Zn(n Dp,+v=n Zn(n Dp,+v,
n'=0 n=2 n=0

! Interpretacja czynnikéw w tej funkcji rozktadu, od prawej do lewej, jest nastepujaca: v sukceséw (prawdo-
podobienistwa zdarzen niezaleznych sie mnoza), n — v porazek oraz liczba sposob6éw wyboru v zdarzen sposréd n
(pytamy o prawdopodobieristwo sukcesu w dowolnie wybranych v przypadkach).

= aﬁ@



4.3. Szum Srutowy fotodiody

gdzie najpierw wrociliSmy do pierwotnej zmiennej sumowania, a potem rozciggneliSmy sumo-
wanie od 0, co mozna zrobi¢, poniewaz sumowane wyrazenie i tak zeruje siedlan=0in =1.
Poniewaz

Y nin-Dp,=Y n*-np,=(n*)-(n,
n=0 n=0

mamy
02y =2 ((n?) = (m)) + .

Pozostaje nam znaleZ¢ v. Rachunek jest analogiczny do przeprowadzonego powyzej (ale nie-
co prostszy) i pozostawiamy go jako ¢wiczenie. W wyniku otrzymuje sie

vV =nn.

Wynik ten nie jest zaskakujacy, bo wobec niezaleznoSci zdarzen detekcyjnych wydajnosc detek-
cji musi by¢ réwna stosunkowi §redniej liczby zliczeri do Sredniej liczby fotonéw, n = v/ n. Laczac
uzyskane wyniki otrzymujemy ostatecznie

(AV)? = (V3 — (V)2 =n*(An)? +n(1 —n)(n).

Ten wynik ma trzy istotne przypadki graniczne. Po pierwsze, jesli detektor jest idealny, n =1,
to (Av)? = (An)?, a ponadto v = 71, co po prostu oznacza, ze statystyka zliczeri wiernie odwzo-
rowuje statystyke liczby fotonéw. Natomiast gdy wydajno$¢ ukladu detekcyjnego jest bliska 0,
n < 1, mozna pominaé wyrazy rzedu n? i mamy (Av)? = ni = v, czyli statystyka zliczen sta-
je sie Poissonowska, niezaleznie od statystyki liczby fotonéw w wigzce. Co prawda, jesli sta-
tystyka fotonow jest pod-Poissonowska, to statystyka zliczen formalnie tez ma takg wlasnos¢,
bo (Av)? — ¥ = n?[(An)? — 71, ale r6znica pomiedzy wariancja a $rednig staje sie bardzo ma-
ta w przypadku detektora o matej wydajnosci kwantowej i wykrycie nieklasyczno$ci moze by¢
niemozliwe ze wzgledu na niepewnosci pomiarowe. W pierwszej eksperymentalnej demonstra-
cji pod-Poissonowskiej statystyki zliczen” uzyto detektoréw o wydajnosci kwantowej rzedu 1%,
uzyskujac wartoéé Q = [(Av)? — v]/v zaledwie rzedu —1073 (jest to tzw. parametr Q Mandela, od
nazwiska jednego z autoréw tego eksperymentu). Na koniec zauwazmy;, ze jesli statystyka liczby
fotonéw jest Poissonowska, (An)? = 7, to statystyka zliczen tez ma taka wlasnoé¢, niezaleznie od
wydajnosci uktadu detekcji.

Szum srutowy fotodiody

W poprzednim rozdziale omawialiSmy przejawy kwantowej natury Swiatla na poziomie zli-
czania pojedynczych fotonéw. Kwantowe fluktuacje natezenia wigzki, zwigzane z dyskretng na-
turg Swiatla, mozna réwniez obserwowa¢ w eksperymentach na silnych wigzkach. Schemat ta-
kiego eksperymentu przedstawiony jest na rysunku 4.4. W rezimie liniowym prad fotodiody
] jest proporcjonalny do natezenia padajacego Swiatta I. Fluktuuje on wokét swojej Sredniej

silna
wigzka fotodioda wzmacniacz

J(@®)

Rys. 4.4. Schemat pomiaru szumu $ru-

1(t)
towego fotodiody. Na podstawie ry- # S0 o !
sunku z ksigzki M. Fox, Quantum

Optics. An Introduction.

oscyloskop lub
analizator widma

2 R. Short and L. Mandel, Phys. Rev. Lett. 51, 384 (1983).

= aﬁ@



Rozdziat 4. Statystyka detekcji fotonow

wartoéci J (zaznaczonej przerywana linig na rysunku), co okreslamy jako szum. Te fluktuacje
zawierajg sktadowe o r6znym pochodzeniu. Pokazemy, Ze jest wsréd nich taka, ktéra zwigza-
na jest z dyskretng naturg pragdu. Poniewaz ten rodzaj szumu odzwierciedla ziarnisty charakter
strumienia elektronéw, okres§lamy go jako szum Srutowy (ang. shot noise). Jesli zrodtem pradu sa
zdarzenia detekcji Swiatla, ktére rowniez ma nature ziarnistg (fotonowa), to statystyka fluktuacji
pradu moze odzwierciedlac fluktuacje strumienia fotonow.

Bedziemy rozwaza¢ warto$¢ szumu wzgledem sredniej, AJ = J — J. Oczywiscie (A]) = 0. Mia-
ra natezenia szumu jest jego $redni kwadrat ((AJ)?). Wyobrazamy sobie pomiar w ukladzie jak
narysunku 4.5. Zgodnie z prawem Ohma, prad fotodiody powoduje spadek napiecia na rezysto-
rze R;, stad pojawia sie potencjal (wzgledem ziemi) na centralnym wezle obwodu. Stata r6zni-
ca potencjalu nie bylaby obserwowana na wyjsciu obwodu (oznaczonym V' (¢)) poniewaz kon-
densator stanowi przerwe w obwodzie dla napiec¢ statych. Jednakze fluktuujaca cze$¢ napiecia
na rezystorze (proporcjonalna do fluktuacji pradu J) generuje fluktuacje potencjalu na wyjsciu
(zwigzane z przeladowywaniem kondensatora). Zauwazmy, ze

T2y =T+ AN = T2+ 2J(A]) +{(AD?) = J* + (A ))?), (4.1)

bo (AJ) = 0. Moc wydzielana na rezystorze jest proporcjonalna do R, {J?), a wiec rozdziela si¢
addytywnie na moc $redniego pradu R; J? i moc szumu Ry {(A])?). Pomiar éredniego kwadratu
napiecia na wyjSciu uktadu jest wigc réwnowazny pomiarowi mocy szumu. Zwykle jako moc
szumu okresla sie po prostu Py = ((A])?), co jest wielko$cia charakteryzujaca sam prad fotodio-
dy, niezalezng od uzytego w pomiarze oporu roboczego.

Chcieliby$Smy roztozy¢ przebieg czasowy szumu na sktadowe harmoniczne i okresli¢ jego
widmowaq gestos¢ mocy, czyli moc niesiong przez skladowe widmowe w ustalonym przedziale
czestosci (w, w + Aw). Narzucajacym sie pomystem jest obliczenie transformaty Fouriera szumu
i uzycie kwadratu modutu amplitud poszczegélnych sktadowych harmonicznych (Fourierow-
skich). To si¢ nie uda, poniewaz dla sygnatu stacjonarnego (a taki tu rozwazamy) transformata
Fouriera nie istnieje. WlaSciwa procedura analizy widmowej stacjonarnych proceséw losowych
(stochastycznych) opiera sie na twierdzeniu Wienera—Chinczyna (ang. Wiener-Khinchin), ktére
teraz w uproszczony sposob wyprowadzimy.

Zaczynamy od obliczenia ,obcietej” transformaty Fouriera po skoriczonym odcinku czasu °
T (co ma sens, bo przeciez zaden pomiar nie trwa nieskonczenie dtugo),

TI2

L f dte' AJ(p). 4.2)
VerJ-t2

A7) =
(proces jest stacjonarny, wiec wybo6r chwili poczatkowej nie moze mie¢ znaczenia). Teraz probu-
jemy zdefiniowa¢ widmowa gesto$¢ mocy analogicznie do zwyktego podejscia Fourierowskiego,
jako
Br() = (AT (@)A] ().

A
Rys. 4.5. Schemat elektryczny uktadu do pomiaru widma mo- I—[>—- 146
cy szumu Srutowego fotodiody. PD — fo:[odioda, R; — opOr robo- R, C

czy, C —kondensator, A—wzmacniacz. Zrodto: M. Fox, Quantum

Optics. An Introduction. =

3 W tym rozdziale nie pojawi sie temperatura, wiec uzyjemy T jako oznaczenia czasu.
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4.3. Szum Srutowy fotodiody

Potrzebujemy wielkos$ci niezaleznej od T w granicy T — oo. Tylda sygnalizuje, Ze to jeszcze
niekoniecznie jest taka wielko$¢. Podstawiamy definicje z rownania (4.2) i zmieniamy zmienne

t'=t+1
1 T/2 T/2 .
PT((U) < f —lth](t)f / lwt A](t,)>
2m J-1/2 Ti2

T/2 T/2— t

_ L dtf e T AJ(DAT (1 +1)).

-T/2 T/2— t

Kluczowa wielkoscia jest tu funkqa korelacji dla fluktuacji pradu C(r) = (AJ(£)AJ(t +1)). Proces
jest stacjonarny, wiec zalezy ona tylko od 7. Funkcja ta wiaze sie z funkcja korelacji dla pradu

cw =(w-I| e+n-7I|) = umie+m -7,

bo {(J(1)) ={J(t+71)) = J na mocy stacjonarnosci szumu.

Wartos$ci pradu w dostatecznie odlegltych chwilach czasu musza by¢ niezalezne, wiec ta
funkcja dazy szybko do 0 dla duzych 7. Poniewaz interesuje nas granica bardzo duzych T, a
wklad do wewnetrznej catki pochodzi tylko od wartosci T w poblizu 0, mozemy rozciagnac
granice calkowania po 7 w obie strony do nieskonczonos$ci. Wtedy pierwsza calka staje sie
trywialna i mamy

_ 1 T/2 0o . T 0o .

Pr(w) = —f dtf dre "T(AJ(OA](t+ 1)) = —f dre "T(AJ(A](t +1)).
2w J-T1/2 —00 27 J-o

Widzimy, ze tak zdefiniowana wielko$¢ jest proporcjonalna do czasu obserwacji. Wtasciwa de-

finicja widmowej gestosci mocy wymaga wiec unormowania czynnikiem 1/7, a ponadto obej-

muje wkiady z przeciwnymi czesto$ciami

P(w) = Tlim %[P}(w) +Pr(-w)] = %Re[ dre "YAJ(OAT(E+T)) = %Re[ dre 7C(7),

(4.3)
gdzie uzupetniliSmy réwniez definicj¢ o formalng granice T — oo, ktéra przy tym unormowaniu
jest dobrze okreslona.

Prad ma nature ziarnistg, bo sklada sie z elektronéw. Jesli przyja¢ klasyczny model kohe-
rentnej, monochromatycznej wigzki §wiatta, to te elektrony wypltywaja z fotodiody w losowych
i nieskorelowanych chwilach czasu, zgodnie ze zlotq regulgq Fermiego. Mamy wiec do czynienia
z ciggiem niezaleznych i nieskorelowanych zdarzen losowych, czyli procesem Poissona, ktory
analizowaliSmy w rozdziale 1.4, gdzie wykazaliSmy, ze ma on statystke Poissonowska. Jak wi-
dzieliSmy, dowolna losowa fluktuacja strumienia elektronéw w modelu klasycznym spowoduje
przejscie do statystyki nad-Poissonowskiej. Jesli jednak przyjmiemy model kwantowy, w kt6-
rym $wiatlo sklada sie z fotondw, to strumien elektronéw wyptywajacy z fotodiody bedzie po-
wigzany ze strumieniem padajgcych fotonéw. Jesli wigzka jest koherentna, to same fotony sa
rozmieszczone w wigzce w sposob losowy i nieskorelowany, a wigc statystyka elektron6w row-
niez nie ma powodu, zeby by¢ inna niz Poissonowska. Gdyby jednak statystyka fotonéw byta
pod-Poissonowska, to statystyka elektron6éw, a wiec statystyka szumu fotodiody, moze réwniez
miec charakter pod-Poissonowski.

Na poczatek zbadajmy funkcje autokorelacji dla procesu Poissona, aby zrozumiec, jakie cha-
rakterystyki szumu odpowiadajg temu klasycznemu przypadkowi, a jakie moga dowodzi¢ nie-
klasycznych wlasnosci wiazki. W tym celu dzielimy o$ czasu na przedzialy o szerokoSci At tak
matej, ze w kazdym z nich mozna zaobserwowac najwyzej jeden elektron. Przedziaty te bedzie-
my oznacza¢ zmienng czasowg t, odpowiadajacg np. srodkowi przedziatu. Liczba elektron6w w
przedziale ¢ jest Zmlennq losowa, ktéra moze przyjmowac wartosci N, = 0,1. Srednia warto$¢
tej zmiennej wynosi N, = 0P(N, = 0) + 1P(N, = 1) = P(N, = 1). Liczba tych matych przedzialow
w pewnym (duzym) przedziale o dtugosci T réwna jest n; = T/At. Srednia liczba elektronéw
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Rozdziat 4. Statystyka detekcji fotonow

w przedziale T réwna jest wiec Ny =nyN, = TP(N, = 1)/ At. Makroskopowy éredni prad réwny
jestz definicji /] = eN;/T = eP(N, = 1)/ At, gdzie e jest tadunkiem elementarnym. Stad zgodnos¢
opisu mikroskopowego z makroskopowym wymaga, by

P(N,=1) = JAt/e. (4.4)

Prawdopodobienistwo to jest niezalezne od ¢ (co wynika zresztq ze stacjonarnosci).

Rozwazmy teraz dwa rézne przedziaty ti ¢ + 7, 7 # 0. Mikroskopowy, chwilowy prad w tych
przedziatach czasu ma warto$¢ J(t) = eN,/At i, odpowiednio, J(t + 1) = eN,,,/At. Funkcja ko-
relacji dla pradu ma wiec warto§¢é

2

JWOJ(t+1)) = (;—t)zwtzvm»

Dla wiazki koherentnej N, i N, ,; sa niezalezne, wiec

(JA)?
(NeNpip) = (NN yp) = PIN = DP(Npyp = 1) = —5—.
Stad

Jwje+t)y =7  1#£0.

Natomiast dla 7 = 0 mamy
2

e
J@0J®) = W(MNQ

oraz -
) JAt
awiec

e -
J@OJ@®) = A_t]'

Funkcja korelacji dla pradu jest wiec stata i réwna J? wszedzie poza bardzo waskim przedziatem
o szerokosci At wokél T = 0, gdzie przyjmuje warto$¢ (e/ At)J. Zauwazmy, ze catka po tym prze-
dziale réwna jest stalej wartosci eJ. W granicy At — 0 centralna cze$¢ dazy wiec do odpowiednio
przeskalowanej delty Diraca w 7 = 0 i mamy

JOJt+1) =T +e]5(1),

awiec

C(t)=eJ5(1) (funkcja korelacji szumu Srutowego). (4.5)

Latwo znajdujemy widmo mocy szumu Srutowego,
1 oo -0t 7 1 -
—Re dre " “"eJo(r)=—eJ
/4 —00 /4

Jak widaé, jest ono state. Interpretacja otrzymanej wartosci jest taka, ze P(w)Aw jest
proporcjonalne do mocy niesionej przez skladowe Fourierowskie szumu w przedziale
(w,w + Aw). Zwyczajowo zapisuje sie¢ to w odniesieniu do czestosci f = w/(2mr). Podstawiamy w
tym celu Aw = A2r f) = 2xA f i otrzymujemy moc szumu w przedziale czestoSci A f,

P(f)Af =2e]JAf (widmo mocy szumu $rutowego). (4.6)

Jak wida¢, widmowa gesto$¢ mocy szumu Srutowego jest proporcjonalna do $redniego nateze-
nia pradu.

Ten wynik jest dla nas wazny jako punkt odniesienia dla obserwowanych widm mocy szumu.
Jak zobaczymy w kolejnym rozdziale, w odpowiednio przeprowadzonym eksperymencie da sie
wytworzy¢ Swiatlo, dla ktérego szum pradu fotodetekcji jest ponizej wartosci szumu Srutowego.
Oznacza to, ze wigzka taka charakteryzuje sie pod-Poissonowska statystyka liczby fotonow.
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4.4. Doswiadczalna obserwacja statystyk nieklasycznych

Dos$wiadczalna obserwacja statystyk nieklasycznych

W tym rozdziale oméwimy przyktadowe eksperymentalne realizacje nieklasycznych staty-
styk fotonéw. Zaczniemy od pomiaréw szumu fotodiody, a nastepnie przyjrzymy si¢ dwém do-
Swiadczeniom, w ktérych bezposrednio badano statystyke zliczen fotonow.

Rysunek 4.6 przedstawia schematycznie widmo mocy szumu detektora w szerokim zakre-
sie czestosci, gdyby mierzyc¢ je wprost w ukladzie przedstawionym na rysunku 4.4 dla Swia-
tla koherentnego. Po stronie niskich czesto$ci moc szumu narasta. Jest to zwigzane z r6znego
rodzaju fluktuacjami w uktadzie eksperymentalnym, np. z drganiami termicznymi zwierciadet
rezonatora laserowego oraz innymi drganiami mechanicznymi w uktadzie. Ta sktadowa szumu
jest catkowicie klasyczna, a charakteryzuje jg typowo widmowa gesto$¢ mocy odwrotnie propor-
cjonalna do czestosci, stad powszechnie stosowane okreslenie ,szum 1/ f”. W wyzszych czesto-
Sciach szum 1/ f staje si¢ mniej istotny i widmo szumu dazy do przewidzianej teoretycznie sta-
tej wartoSci, odpowiadajacej szumowi Srutowemu. W jeszcze wyzszych czestoSciach mierzona
moc szumu maleje, co jest zwigzane z ograniczonym pasmem czestosci elektronicznego uktadu
pomiarowego: Jesli typowy czas reakcji uzytego uktadu detekcji (na ktéry sktada si¢ m.in. czas
martwy detektora) wynosi 7y, to nie jest mozliwa detekcja sktadowych szumu o czestoSciach
powyzej 1/1p.

Jak juz zostalo wspomniane powyzej, czas reakcji detektoréw skraca sie wraz z rozwojem
technik pomiarowych. Przy zastosowaniu odpowiednich uktadéw detekcyjnych mozna tez zre-
dukowac¢ szum klasyczny. Jednym z mozliwych rozwigzan jest aktywna kompensacja szumu
przedstawiona na rysunku 4.7(a). W tym ukladzie wigzka dzielona jest na dzielniku wiazki i jej
czesc¢ kierowana jest do detektora, ktory steruje Zrédlem zasilania lasera na zasadzie ujemnego
sprzezenia zwrotnego, tzn. redukujagc moc zasilania, gdy natezenie wiazki jest duze, a zwiek-
sza ja, gdy spada ponizej Sredniej. Jesli uktad jest dostatecznie szybki, to mozna w ten sposéb
wyttumic¢ klasyczne fluktuacje natezenia. Druga metoda ma charakter pasywny i opiera si¢ na
zastosowaniu uktadu zréwnowazonej detekcji, przedstawionego na rysunku 4.7(b). Tu réwniez
wigzka jest dzielona na dwie czeSci, przy czym ich natezenie jest jednakowe (dzielnik wigzki
»50/50”). Obie wiazki kierowane sg do detektoréw, a nastepnie elektronicznie uzyskiwana jest
roznica sygnatow z detektoréw. Jesli w wigzce wystepuja klasyczne fluktuacje natezenia, to sa
one dzielone po potowie, a wiec w sygnale roznicowym catkowicie si¢ znoszg. Nie mozna nato-
miast w ten spos6b zredukowac szumu kwantowego (Srutowego), bo fotony sg niepodzielne i na
dzielniku wigzki kazdy z nich losowo kierowany jest do jednej albo drugiej wigzki, co nie moze
zmniejszy¢ losowoSci zdarzen detekcyjnych na detektorach. Na rysunku 4.7(b) uktad detekcji
zrownowazonej przedstawiony jest w zastosowaniu do pomiaru bardzo nieznacznej absorpcji
Swiatla przez probke. Gdyby badac¢ bezposrednio moc wigzki przechodzacej, to jej wythumienie
bytoby bardzo niewielkie w stosunku do poczatkowego natezenia i mogloby by¢ niemierzalne
na tle szumu. Tymczasem w uktadzie detekcji zréwnowazonej szum (klasyczny) jest skompen-
sowany, a caty sygnal r6znicowy pochodzi z r6znicy ttumienia pomiedzy dwiema wigzkami (bez
probki sygnat zawieralby jedynie szum Srutowy). Zobaczymy w dalszej czesci kursu, ze detek-
cja zr6éwnowazona — w nieco bardziej ztozonych wersjach — jest kluczowym elementem wielu
pomiaréw w optyce kwantowe;.

Szum 1/f

Poziom szumu

P(f)

Rys. 4.6. Typowy wynik pomiaru widma mocy szumu de-
tektora.
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Rozdziat 4. Statystyka detekcji fotonow

Rys. 4.7. Redukcja szumu kla-

sycznego 1/f: aktywna (a) i Beam splitter Output 50:50 D1 i
pasywna w ukladzie detek- S Ii:g),:; i\,
cji zrébwnowazonej (b). Zrédto: J Detector ] ;

M. Fox, Quantum Optics. An D2 *
Introduction. (@ (b)

-75

Poissorl1ian 'drive ébrrént
Rys. 4.8. Wynik pomiaru widma mocy szumu
detektora dla Swiatta generowanego przez diode
Swiecqca. Na wykresie poréwnano poziom szumu
dla baterii zasilajacej diode przez rezystor (szum
Johnsona) z wynikiem w przypadku zasilania Zré6-
dtem o Poissonowskiej statystyce pradu. Dolna li- 2" m
nia przedstawia poziom szumu samego ukladu

detekcji (bez zrodta $wiatla). Zrodlo: E Wolfl eral,, —  Leii.. (U L :
J. Mod. Opt. 45, 1147 (1998). ° Frequencv)/ [MHz]

@
o
T
1

Sub-Poissonian drive current

Noise Power / [qu]
©
(4]

20

Przyktadem wytworzenia i detekcji Swiatta o statystyce pod-Poissonowskiej poprzez pomiar
mocy szumu detektora jest eksperyment przedstawiony w pracy E WOolfl ef al., J. Mod. Opt.
45, 1147 (1998). Idea tego eksperymentu (i wielu innych) polega na wykorzystaniu pradu o
pod-Poissonowskiej statystyce do pobudzania Zrédla Swiatla, ktérego emisja bedzie w
efekcie miata réwniez charakterystyke pod-Poissonowska. Uzyskanie strumienia elektronéw
o statystyce pod-Poissonowskiej jest duzo latwiejsze niz wytworzenie wigzki Swiatla
(fotonéw) o takiej statystyce, poniewaz elektrony sg fermionami, a ponadto odpychajg sie
ze wzgledu na tadunek elektryczny. W omawianym to eksperymencie Zr6dtem pradu byta
bateria zasilajaca diode Swiecaca (LED) poprzez rezystor o rezystancji R. Prad plynacy przez
rezystor podlega fluktuacjom termicznym (jest to tzw. szum Johnsona), o widmowej gestosci
mocy (zdefiniowanej tak jak w powyzszych rozwazaniach) Pj(f) = ((AD?) = 4kgT/R (tu T
oznacza temperature). Poréwnanie z gestoécig mocy szumu $rutowego, P = 2eJ, prowadzi do
wniosku, ze poziom szumu Johnsona jest ponizej szumu Srutowego, jesli spadek napiecia na
rezystorze jest dostatecznie duzy, RJ > 2k T/e. Wynik eksperymentu przedstawiony jest na
rysunku 4.8, gdzie widzimy, ze w pewnym przedziale czestoSci poziom szumu dla ukltadu
zasilanego Zrédlem pod-Poissonowskim jest wyraZnie nizszy niz poziom szumu $rutowego
(Poissonowskiego). Taki spos6b przeprowadzenia dosSwiadczenia i prezentacji wynikéw
jest standardowy: Poniewaz bezwzgledna normalizacja wyniku pomiaru jest trudna do
przeprowadzenia, standardowo poréwnuje sie wynik dla badanego Zrédta swiatla z wynikami
pomiaréw dokonanych w tym samym uktadzie dla Zrédia o statystyce Poissonowskiej, ktore
stuzg jako poziom odniesienia.

o Photon
counter

Rys. 4.9. Uktad do generacji i detekcji wigzki Swia-
tla o statystyce pod-Poissonowskiej, wykorzystu-
jacy rure prézniowg Francka-Hertza [M. Teich,
B. Saleh, J. Opt. Soc. Am. B 2, 275 (1985)]. Zr6dto

grafiki: M. Fox, Quantum Optics. An Introduction. _||_

Hg atoms
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Rys. 4.10. Wyniki pomiaru statystyki foton6w
eksperymencie Teicha i Saleha. Na wykre-
sie pokazano stosunek wariancji do $redniej
liczby fotonéw dla $wiatla emitowanego wy-
facznie przez rozgrzane katode (puste koto),
przez laser (pelne kota potaczone ciaglg linia)

o FILAMENT LIGHT
—e— LASERLIGHT (632.8 nm)
| --+- FRANCK-HERTZ LIGHT (253.7am)

(63 P, —= 6'Sy Hg TRANSITION)

PHOTON-COUNT VARIANCE-TO-MEAN RATIO F_ (T)

o
0
©
o

oraz przez atomy rteci pobudzane pradem o .

katodowym (tréjkaty potaczone linig przery-

wanag). Zrédto: M. Teich, B. Saleh, J. Opt. Soc. 0.988 ——  —— 0 70 80

Am. B 2, 275 (1985). DETECTED PHOTON COUNT RATE p (kcnt/sec)

atomy Na

wigzka

Rys. 4.11. Uproszczony uktad do ge-  fotopowielacz | pompujaca
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licznik

Jako przyktad eksperymentu, w ktérym wykazano pod-Poissonowska statystyke fotonow
bezposrednio poprzez analize statystyki zliczen, rozwazmy doswiadczenie opisane w
pracy M. Teich, B. Saleh, ]J. Opt. Soc. Am. B 2, 275 (1985). Uproszczony schemat ukladu
pomiarowego przedstawiony jest na rysunku 4.9. Zrédlem $wiatla byta rura prézniowa
wypelniona atomami rteci (rura Francka-Hertza). Atomy pobudzane byly do §wiecenia przez
prad elektron6w emitowany termicznie przez rozgrzang katode. W warunkach eksperymentu
wokoét katody wytworzona byta chmura elektronéw (tadunek przestrzenny), ktéra poprzez
odpychanie kulombowskie regularyzuje strumiert emitowanych elektronéw (tzn. zmniejsza
jego fluktuacje) na zasadzie ujemnego sprzezenia zwrotnego: Zwiekszenie emisji elektronow
powoduje wzrost gestosci tadunku przestrzennego, ktéry wytwarza potencjal odpychajacy
dla kolejnych elektronéw i w efekcie zmniejsza emisje. W efekcie, przez rure prézniowq
plynie strumieni elektronéw o pod-Poissonowskiej statystyce. Ten pod-Poissonowski prad
pobudza atomy rteci w wyniku zderzen elektronéw z atomami. Wzbudzony atom relaksuje
wypromieniowujac foton, dzigki czemu uzyskujemy strumien fotonéw, ktéry w jakims stopniu
odtwarza pod-Poissonowska statystyke elektronéw. Na wykresie zawierajacym wyniki
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Rozdziat 4. Statystyka detekcji fotonow

Tab. 4.1. Wyniki pomiaréw w eksperymencie Shorta i Mandela. W kolejnych wierszach zawar-
to: liczbe powtorzen, statystyke zliczen (liczbe powt6érzen, w ktorych zliczono 0,1,2,3 fotony),
a takze Srednig warto$¢ i wariancje liczby zliczen oraz warto$¢ parametru Q Mandela. Podano
wyniki zmierzone, jak tez po korekcie uwzgledniajacej niedoskonatosci ukladu pomiarowego
(m.in ciemne zliczenia).

mierzone po korekcie
N 11025000 10927000
N(@©) | 10953136 10859079

N(1) 71 695 67 797
N(2) 168 123
N(@3) 1 1

(N) 0,00653 0,00623
(AN)? | 0,00652 0,00621
Q —-0,00183 -0,00252

pomiaréw (rysunek 4.10) widzimy stosunek wariancji do Sredniej liczby fotonéw dla takiego
zrédla, oznaczony trojkatami potaczonymi liniami przerywanymi, w zaleznos$ci od Sredniej
liczby zliczen na sekunde (ktéra zalezy od pradu elektronéw pobudzajacych atomy rteci, a
wiec od potencjatlu katody). Podobnie jak w poprzednim eksperymencie, wyniki odniesiono
do pomiaréw, w ktérych Zrédlem Swiatta byt laser (pelne kota i ciagte linie). W pewnych
warunkach wariancja liczby zliczen dla Swiata z rury Francka-Hertza jest ponizej wartoSci
otrzymane;j dla Swiatla laserowego, co dowodzi nieklasycznej statystyki badanej wigzki Swiatla.
Ten wykres ma pewng interesujacg ceche: stosunek wariancji do liczby zliczert zmniejsza sie
ze wzrostem liczby zliczeni réwniez dla wiazki laserowej, dla ktoérej stosunek ten powinien
by¢ przeciez staly. Jest to spowodowane czasem martwym detektora i wynikajagcym z niego
ograniczeniem w detekcji fluktuacji dla rosnacych liczb zliczerr. Dlatego wtasnie wnioski
fizyczne wycigga¢ mozna jedynie z por6wnania statystyk dla wigzki badanej i dla wigzki
koherentnej, a nie z bezwzglednych wynikéw pomiaru.

Jako ostatni przyktad przeanalizujmy eksperyment z publikacji R. Short, L. Mandel, Phys.
Rev. Lett. 51, 384 (1983), ktérego schemat przedstawiony jest na rysunku 4.11. Tu Zrédtem swia-
tla sg atomy sodu, ktére tworza biegnaca wigzke na tyle rozrzedzona, ze w istotnym obszarze w
danej chwili znajduje sie najwyzej jeden atom. Wydajne przej$cie optyczne w atomach zachodzi
pomiedzy dwoma stanami wzbudzonymi, wiec atomy sg wstepnie pompowane do nizszego z
tych dwdéch stanéw, aby nastepnie pobudzi¢ je do wyzszego, gdy znajda sie w ognisku uktadu
optycznego. Po tym pobudzeniu nastepuje bardzo szybka emisja fotonu, ktéry trafia do fotopo-
wielacza przez uktad soczewek i przeston, ktérego zadaniem jest zredukowac zliczenia fotonéw
tta. Istotnym elementem uktadu jest detektor atoméw” sprzezony z licznikiem detektora. Dzie-
ki temu zliczenia uwzgledniane sg przez krotki czas jedynie wtedy, gdy w ukladzie znalazt sie
atom, co w jeszcze wiekszym stopniu redukuje szum tta. Wyniki pomiaru ilustruje tabela 4.1.
Prawdopodobienistwo wielokrotnego pobudzenia atomu jest na tyle mate, ze na ponad 11 mi-
lionéw powtdrzen zaobserwowano jedynie jeden przypadek trzech zliczeri. Obliczone z wyni-
kéw pomiaréw warto$ci parametru Q Mandela sa ujemne, zaréwno w przypadku faktycznych
danych pomiarowych, jak i danych skorygowanych o mozliwe ciemne zliczenia, co wskazuje na
pod-Poissonowski, a wiec nieklasyczny, charakter §wiatta emitowanego przez atomy.

* Proces detekcji atomoéw jest tu przedstawiony bardzo schematycznie. Techniczne szczeg6ty nie sa dla nas
istotne.



Rozdzial

5 Interferometria natezeniowa 1 korelacje

fotonowe

Dotad rozwazaliSmy statystyke fotonéw w sensie prawdopodobieristwa wystgpienia okreslo-
nej liczby foton6w w ustalonym segmencie wiazki. Jak widzieli§my, taka charakterystyke wigzki
da si¢ wyznaczy¢ doSwiadczalnie, ale statystyczne wlasnos$ci mierzonego sygnatu zaleza od wy-
dajnosci uktadu detekcyjnego, a ta jest ograniczona przede wszystkim wydajnoScig kwantowa
detektora.

W praktyce duzo cze$ciej bada sie inng statystyczng wtasnosc wigzki: korelacje pomiedzy fo-
tonami. Ta charakterystyka jest eksperymentalnie prostsza do wyznaczenia, poniewaz nie zalezy
od wydajnosci detektora. Mozna ja stosowac do wigzek o bardzo malym natezeniu, identyfiku-
jac Zrédla pojedynczych fotonéw, to znaczy takie, ktére w dostatecznie kr6tkim przedziale czasu
nie emitujg wiecej niz jednego fotonu, co mozna wykorzystac¢ np. w kryptografii kwantowe;j.

Sprébujmy zrozumie¢ znaczenie korelacji na prostym przyktadzie. Wyobrazmy sobie ludzi
chodzacych losowo po placu, przy czym w jednym przypadku kazda ze spacerujacych os6b po-
rusza sie sama, catkowicie losowo i niezaleznie od innych oséb, a w drugim przypadku taka sa-
ma liczba spacerowiczéw przemieszcza si¢ parami. Jesli wybierzemy pewien dostatecznie duzy
kawalek placu (ale mniejszy od catego placu), to statystyki liczby spacerowiczéw beda w obu
przypadkach nieco r6zne’, ale istnieje bardziej istotna i intuicyjnie doé¢ oczywista réznica. Aby
ja uchwyci¢, znajdZmy Srednig liczbe os6b w pewnym otoczeniu dowolnego, losowo wybranego
punktu. W obu przypadkach bedzie ona identyczna (proporcjonalna do powierzchni wybranego
otoczenia i gesto$ci 0s6b na placu). A teraz zlokalizujmy dowolng osobe i zapytajmy o Sredniq
liczbe 0s6b w otoczeniu tej osoby. W przypadku samotnych spacerowiczéw, otrzymamy taka sa-
ma liczbe jak poprzednio (niezerowa, cho¢ bliska 0 dla matego otoczenia), bo inni spacerowicze
rozmieszczeni sg zupetnie niezaleznie od wybranego. W przypadku par otrzymamy liczbe bliskg
1. W pierwszym przypadku nie ma korelacji pomiedzy potozeniami os6b na placu, a w drugim sa
one skorelowane. Czytelnik zechce wykonac ten my$lowy eksperyment dla placu wypetnionego
wojskowg defilada.

Tematem tego rozdzialu sg podobne korelacje pomiedzy potozeniami fotonéw w wigzce.
Miarg tych korelacji jest prawdopodobienstwo detekcji dwoch fotonéw w okreslonym odstepie
czasu (czyli w okreslonej odleglosci od siebie wzdtuz osi wigzki), a w szczeg6lnosci prawdopo-
dobienistwo jednoczesnej detekcji dwdch fotonéw (czyli detekcji drugiego fotonu w otoczeniu
pierwszego). Ze wzgledu na ograniczong rozdzielczo$¢ czasowg tradycyjnych detektoréw (czas
martwy) badanie jednoczesnych zliczen przeprowadza si¢ standardowo rozdzielajac wiazke na
dwa detektory. Zliczenie odzwierciedlone jest przez sygnal pradowy na wyjsciu detektora. Po-
miar polega wiec na badaniu korelacji pomiedzy pradami na wyj$ciu dwé6ch detektoréw.

W tym rozdziale najpierw om6éwimy rozwoj interferometrii natezeniowej poczawszy od in-
terferometrow gwiazdowych. Ma to znaczenie gtéwnie historyczne, ale wydaje sie do$¢ poucza-
jace. Nastepnie zbadamy przewidywania odno$nie wyniku eksperymentu korelacyjnego, ktore
oferuje teoria klasyczna. Dopiero na tej podstawie bedziemy w stanie zinterpretowa¢ wyniki
eksperymentéw ze specyficznie przygotowanymi wigzkami, ktérych nie jest w stanie wyjasnic
teoria klasyczna, a wiec dowodza one kwantowej natury Swiatla.

1 Oczywiscie wynik zliczania w drugim przypadku zawsze wyjdzie parzysty. Wariancja okaze sie rowna podwo-
jonej Srednie;j.
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Natezeniowa interferometria gwiazdowa

Gwiazdy sg wielkimi obiektami, ale ze wzgledu na bardzo duze oddalenie widzimy je (oczy-
wiscie z wyjatkiem Storica) jako punkty. Ze wzgledu na niezwykle mala Srednice katowa” gwiazd
i dyfrakcyjne ograniczenia rozdzielczoSci przyrzadéw optycznych (a takze fluktuacje atmosfery
utrudniajgce obserwacje z Ziemi) nie da sie zobrazowac¢ gwiazdy jako rozciagtego obiektu stan-
dardowymi metodami optycznymi. Mozna natomiast wykona¢ taki pomiar (jak zresztg wiele
innych precyzyjnych pomiaréw) metodami interferometrycznymi, przy uzyciu interferometrow
gwiazdowych.

Pierwszy taki interferometr zaproponowat i zbudowat w 1890 roku Albert Michelson®, kieru-
jac sie sugestig Hippolyte’a Fizeau. Schematycznie przedstawia go rysunek 5.1. Jego dzialanie
najlatwiej jest zrozumie¢ w uproszczonym przypadku pomiaru odlegtosci katowej pomiedzy
dwoma punktowymi Zrédtami. Czerwone promienie na rysunku reprezentujg swiatlo pocho-
dzace z jednego z punktéw. Swiatto pada na dwa lustra, a nastepnie oba promienie sa prowa-
dzone do jednego punktu i interferuja. Zrodto jest bardzo odlegle, wiec promienie sg praktycznie
rownolegte. Uktad jest wiec catkowicie rownowazny interferometrowi z dwiema szczelinami, a
na ekranie powstaje obraz interferencyjny. Podobnie dzieje si¢ z promieniami pochodzacymi
z drugiego Zrédla (pomarariczowe promienie), z tym Ze powstajacy obraz interferencyjny jest
przesuniety w stosunku do poprzedniego, bo w wyniku uko$nego padania droga optyczna pro-
mienia do prawego lustra jest dluzsza o L6. Przesuniecie jest proporcjonalne do L i powoduje
oscylacje kontrastu fgcznego interferogramu, ktory jest sumg interferograméw pochodzacych z
dwoch Zrédet (dodajg sie tu natezenia Swiatta, bo $wiatto z r6znych, bardzo odleglych od siebie
zrodet nie interferuje): gdy jasny prazek jednego histogramu nakfada sie na ciemny prazek dru-
giego, jasnoS$¢ wypadkowego interferogramu jest wszedzie jednakowa, a wigc kontrast spada do
zera. Badajac kontrast interferogramu w zaleznosci od odleglo$ci pomiedzy lustrami L mozna
wyznaczy¢ odleglos¢ katowa pomiedzy zrodtami Swiatta. W przypadku Zrédet rozciagtych za-
leznos$¢ kontrastu od L jest bardziej skomplikowana, ale ogélny schemat pomiaru pozostaje w
mocy.

Problem z tego typu interferometrig jest taki, ze polega ona na spéjnosci fazowej Swiatta po-
miedzy dwoma zwierciadtami. Fluktuacje gestosci atmosfery powoduja modulacje wspétczyn-
nika zalamania, ktéra z kolei prowadzi do fluktuacji fazy. W przypadku duzych odlegtosci L ta
losowa modulacja staje sie¢ r6zna na drogach promieni do obu zwierciadet i w efekcie interfero-
gramy zanikajg, uniemozliwiajgc pomiar. Ogranicza to rozdzielczos¢ przyrzadu w jego oryginal-
nej wersji. Niemniej, w 1920 roku udato sie zmierzy¢ srednice katowa Betelgezy, kt6ra jest bardzo
jasna i bardzo duza gwiazdq (czerwonym nadolbrzymem), niezbyt odlegla od Ziemi. Zmierzona
Srednica katowa wynosi 0,047” czyli 2,3 - 10~ " rad (sekunda katowa to 1/3600 stopnia).

Rys. 5.1. Uproszczony schemat interferometru gwiazdowe-

. ~

go Michelsona. = = = L

2 Srednica katowa to kat pomiedzy liniami poprowadzonymi z punktu obserwacji do przeciwleglych puntéw

na obwodzie gwiazdy.
3 Urodzony w Strzelnie na Kujawach, wyemigrowat z rodzicami do Ameryki jako dziecko.
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Rys. 5.2. Uproszczony schemat interferometru gwiazdo-
wego Hanbury’ego-Browna i Twissa. (AJ,AT)

W zwigzku z ograniczeniami interferometrii gwiazdowej Michelsona, Robert Hanbury
Brown i Richard Q. Twiss (HB&T) zaproponowali’ inna konstrukcje interferometru
gwiazdowego, w ktorej chwilowe natezenie sumarycznego promieniowania pochodzacego z
odleglego rozciaglego obiektu jest mierzone przez detektory umieszczone w dwéch punktach,
a nastepnie badane sa korelacje pomiedzy fluktuacjami pradu z tych dwéch detektoréow
(rysunek 5.2). Na najog6lniejszym poziomie mozna si¢ spodziewac, ze w miare oddalania od
siebie detektorow postac tych korelacji powinna sie¢ zmieniaé. Okazuje sie, ze ta zalezno$c
korelacji od odlegtosci pomiedzy detektorami niesie informacje o $rednicy katowej Zrédta,
podobnie jak w przypadku interferometrii Michelsona. W rzeczywistoSci interferometr HB&T
oparty byt na dwdéch radioteleskopach i pracowal w domenie radiowej, ale nie ma to znaczenia
dla naszych rozwazan.

Dla uproszczenia znowu rozwazymy pomiar odlegtosci katowej pomiedzy punktowymi Zré-
dtami promieniowania, ktére oznaczymy 1 i 2. Zrédta sa oczywiscie bardzo odlegte od detektora,
wiec wigzki padajace na dwa detektory z kazdego ze Zrodet sg praktycznie réwnolegte. Nato-
miast wigzki padajace na kazdy z detektor6w z réznych Zrédel nadbiegaja z kierunkéw réznia-
cych sie o bardzo maty kat 6. Zakladamy, ze wigzka ze Zrédta 2 pada na detektory prostopadle,
natomiast wigzka ze Zrédta 1 — pod katem 6. Jak zilustrowano na rysunku 5.2, oznacza to, zZe po-
miedzy wigzkami z tego Zrodla padajacymi na rézne detektory pojawia sie réznica drog Al = L0,
gdzie L jest odleglos$cig pomiedzy detektorami. Chwilowy prad z detektora (a) proporcjonalny
jest do tacznego natezenia wigzek padajacych na ten detektor,

]a = (gla + 52a)* (gla + SZa) = Sikagla + 82*2182a + 2Regl*a‘c/’.'Za = ]la + ]2a + A]a’

gdzie J;, i J,, sa natezeniami pradow detektora (a) odpowiadajacych pojedynczej wigzce 1 lub
2,aAJ, = 2Re&;, &, jest fluktuacja pradu wynikajaca z interferencji pol. Wiazki 1i 2 pochodza

a
z r6znych Zrédel, wiec ich fazy sg ustalone jedynie przez bardzo krétki okres czasu rzedu czasu

koherencji promieniowania. Taka tez bedzie skala czasu fluktuacji pradu AJ,. Warunkiem po-
wodzenia eksperymentu jest dostateczna szybko$c¢ elektroniki, tak by te fluktuacje nie zostaty
usrednione do zera. Podobnie prad z detektora (b) jest rowny

Ja~Jip+Jop +AJp,
gdzie AJ,, = 2Re & &,y Korelator dokonuje usrednienia (po czasie) iloczynu fluktuacji pradéw
(ATaATp) = ((Efab2a + E1aE3a) (ErpEab + E1nEap))-

Zat6zmy, ze wszystkie pola majg jednakowe natezenia. W idealnym przypadku

Eyy = E = 1&le'?2, natomiast pomiedzy polami E1q a & wystepuje przesuniecie fazowe

zwiazane z réznica drég optycznych: jesli £, = |£,|e'?1, to &y, = |Ey|e'P1e1@L0/¢ Wobec tego
(E1EonEiEnp) = 1Eg Ao 0101 <ezi(¢2—¢1)> =0,

4 R. Hanbury Brown, R. Q. Twiss, Nature 178, 1046 (1956).
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bo fazy ¢, i ¢, sg niezalezne, poniewaz zwigzane sg z polami pochodzacymi z r6znych Zrodet. Z
tego samego powodu
(EraiErnEin) =0.

W iloczynie pozostajgq wiec jedynie dwa niezerowe wyrazy
* « wLo
(AT AT ) = {E5aEralinap ) +c.C. = 2]&|* cos — (5.1)

gdzie c.c. oznacza sprzezenie zespolone. Wynik ten oznacza, ze funkcja korelacji fluktuacji sy-
gnatu z detektoréow oscyluje w zaleznosci od odlegtosci pomiedzy detektorami, a okres tych
oscylacji zalezy od odleglosci katowych pomiedzy Zr6dtami promieniowania. Analiza funkcji
korelacji pozwala wiec wyznaczy¢ te odlegto$¢. Kluczowa cechg tej metody jest jej nieczuto$¢ na
fluktuacje atmosfery. Taka fluktuacja przesunie fazy pél £, i £;;, jednakowo, poniewaz wigzki te
biegna przez atmosfere po niemal identycznej drodze. Zgodnie z réwnaniem (5.1) nie wptynie
to na wynik.

W przypadku pomiaru $rednicy gwiazd idea eksperymentu jest ta sama, z tym ze Zrodtem
promieniowania nie sg dwa punkty, lecz dysk. Przejscie do tego przypadku jest analogiczne do
przejscia od interferencji fal z dwéch punktowych Zrédet do dyfrakcji na otworze kotowym. Za-
miast prazkow interferencyjnych mamy prazki Airy’ego, ale istota pomiaru pozostaje ta sama.

Wadg interferometrii gwiazdowej Hanbury’'ego-Browna i Twissa jest jej niska czulo$¢ wy-
nikajgca z tego, ze mierzony efekt jest drugiego rzedu w natezeniu promieniowania (czwartego
rzedu w polu). Jest to problem fundamentalny, w odréznieniu od ograniczen interferometrii Mi-
chelsona, ktore mialy charakter techniczny. W efekcie w historycznym rozwoju interferometrii
gwiazdowej powstat tylko jeden natezeniowy interferometr gwiazdowy w Narrabri w Australii,
ktory dziatat w latach 1963-1974 i pozwolit wyznaczy¢ Srednice katowg Syriusza (0.00594”), a
nastepnie ponad 30 innych gwiazd® Ostatecznie, dzieki rozwojowi metod optycznych, powrdcila
idea interferometrii gwiazdowej typu Michelsona z wykorzystaniem aktywnych uktadéw optyki
adaptatywnej, kompensujacych fluktuacje atmosfery, a nastepnie interferometrii VLBI® w do-
menie radiowej.

Jednak historia interferometrii natezeniowej i zwigzanego z nig obszernego dziatu optyki
kwantowej w tym miejscu si¢ dopiero zaczyna. W eksperymencie HB&T na kazdy detektor pada
jednocze$nie swiatto z dwdch roznych zrédel, a wiec w jezyku kwantowym musielibySmy my-
Sle¢ o dwéch réznych fotonach. Jeden foton (z jednego ze Zrédel) faktycznie pada na dwa de-
tektory (analogicznie do dwoch szczelin w interferometrze Younga albo dwéch zwierciadet w
interferometrze gwiazdowym Michelsona), ale nie moze doj$¢ do interferencji, bo na detektore
nastepuje detekcja (pomiar), ktéra niszczy kwantowe superpozycje’, a dalej transmitowany jest
tylko klasyczny sygnat pradowy. To oznacza, ze efekt interferencyjny pochodzi od dwéch réz-
nych fotonéw. Tymczasem juz P. A. M. Dirac — jeden z twércéw mechaniki kwantowej, noblista
i wielki autorytet fizyczny — napisat: ...each photon then interferes only with itself. Interference
between different photons never occurs®. Stad koncepcja Hanbury’ego Browna i Twissa poczat-
kowo wzbudzita sprzeciw. Migdzy innymi sugerowano, ze przedstawione wyzej rozumowanie
to jakis$ rodzaj ,klasycznego artefaktu”, ktéry zniknie, gdy proces przeanalizuje si¢ formalnie
na poziomie kwantowym. W odpowiedzi na te zarzuty Hanbury Brown i Twiss sformutowali w
pelni kwantowq teorie eksperymentu, ktéra potwierdzita wystepowanie tego efektu interferen-
cyjnego. Dzi§ rozumiemy, Ze istnieje interferencja r6znych fotonéw (pochodzacych z fizycznie
niezaleznych Zrodet) i mamy na to przekonujgce dowody eksperymentalne, nawet bardziej bez-
posrednie niz eksperyment HB&T. Dirac po prostu sie mylit.

5 R. Hanbury Brown, J. Davis, L. R. Allen, Monthly Notices of the Royal Astronomical Society. 167, 121(1974).

6 Patrz np. artykut w Wikipedii.

7 Znakomita dyskusja tego faktu zawarta jest w podreczniku R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, Feynmana
wyktady z fizyki, t. 3, rozdz. 3.2 (w wydaniu polskim).

8 PA.M. Dirac, Quantum Mechanics (Oxford University Press, London, 1958), wyd. 4, str. 9.
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5.2. Funkcja korelacji 2. rzedu — opis klasyczny

w, 1 2 Jo(0)
detektory o
) _ — = (AJ (AT, (t + 7))
Rys. 5.3. Wspdlczesny interferometr korelator| ® ~ (MDA + 1)

Hanbury’ego-Browna i Twissa. BS -
dzielnik wigzki 50/50.

W toku dyskus;ji, ktorych charakter stawat sie coraz bardziej fundamentalny, Hanbury Brown
i Twiss skonstruowali interferometr laboratoryjny, ktéry pozwalal skupic si¢ na istotnych wita-
snoS$ciach wigzki Swiatla i procesu pomiaru, w oderwaniu od pierwotnego zastosowania w astro-
nomii. Przedstawiony jest on na rysunku 5.3. Mamy tu wigzke $wiatta pochodzacg z jednego
zrodla, rozdzielang na dzielniku wigzki na polowy. Korelator op6znia sygnat z jednego z wej$¢
i oblicza funkcje autokorelacji dla fluktuacji pradu z pewnym przesunieciem czasowym (0p6z-
nieniem) 7. W klasycznym obrazie dzielnik wigzki dzieli ja na dwie identyczne wigzki, ktorych
natezenie jest o potowe mniejsze, lecz przebieg fluktuaciji jest ten sam. Oba sygnaly z detektoréw
sg wiec proporcjonalne do natezenia pierwotnej wiazki. W efekcie mierzona jest funkcja auto-
korelacji fluktuacji natezenia wiazki. Dzi$, gdy méwimy o interferometrze Hanbury'ego Browna
i Twissa zawsze mamy na mysli ten wtasnie interferometr.

Interferometria natezeniowa jest waznym narzedziem badania kwantowych wigzek swia-
tla. Fizyczny efekt lezacy u jej podstaw na poziomie kwantowym okresla sie réwniez (czesciej
po angielsku niz po polsku) jako interferencje foton-foton (ang. photon-photon interference), w
odréznieniu od interferencji pole-pole (ang. field-field interference), zachodzacej w standardo-
wych interferometrach klasycznej optyki. Zauwazmy, ze kluczowa dla opisu tego eksperymentu
funkcja korelacji jest drugiego rzedu wzgledem natezenia wigzki, a wiec czwartego rzedu wzgle-
dem pola, podczas gdy funkcja korelacji opisujaca standardowe eksperymenty interferencyjne
jest drugiego rzedu wzgledem pola, a wiec liniowa w natezeniu wigzki. Przyjeto okresla¢ rzad
efektu interferencyjnego oraz opisujacej go funkcji korelacji w stosunku do natezenia wigzki,
a wiec w eksperymencie HB&T mierzona jest funkcja autokorelacji drugiego rzedu (zdefiniuje-
my ja formalnie ponizej). Méwimy o autokorelacji, poniewaz interesuje nas korelacja pomiedzy
warto$ciami tego samego sygnatu w r6znych chwilach czasu.

Funkcja korelacji 2. rzedu — opis klasyczny

W tym rozdziale podamy formalng definicje funkcji autokorelacji drugiego rzedu i przeana-
lizujemy te funkcje w modelu klasycznym. Zbadamy jej warto$ci asymptotyczne (dla duzych
opOznien) i wyprowadzimy wazne nieréwnosci, ktérych ztamanie bedzie dowodem nieklasycz-
noSci pola.

Funkcja autokorelacji mierzona w uktadzie przedstawionym na rysunku 5.3 jest Srednig z
iloczynu fluktuacji natgezenia wigzki. Fluktuacja jest zdefiniowana przez rozktad chwilowego na-
tezenia wigzki na warto$¢ Srednig i fluktuacje,

I(0) = 1(0) + AI(). (5.2)
Z tej definicji natychmiast wynika, z (AI(#)) = 0. Przypomnijmy, Ze Srednie w klasycznym opisie

odnoszg sie do zespotu statystycznego, realizowanego fizycznie przez wielokrotne powtarzanie
pomiaru w identycznych warunkach (nie sg to $rednie po czasie).
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Rozdziat 5. Interferometria natezeniowa i korelacje fotonowe

Na poczatek znajdZmy zwigzek pomiedzy funkcjami autokorelacji dla natezenia wigzki i dla
fluktuacji natezenia wigzki.
AWDI(t+71)) = <(i(z) + Al(t)) (i(t+ ) +AI(E+ r))>
=11t +T)+ IO AIE+T)) + I(t+T) AL + (AT AI(t +T))
=11t +71)+{(AI(DAI(t+ 7)), (5.3)

bo (AI(#)) =(AI(t+71))=0.

Fluktuacje w bardzo odlegtych chwilach czasu powinny by¢ od siebie niezalezne, a Srednia z
iloczynu zmiennych niezaleznych réwna jest iloczynowi Srednich. Stad dla czaséw op6zZnienia
7 znacznie dtuzszych od pewnego charakterystycznego czasu korelacji . mamy

(AI(HAI(t+ 7)) =(AI(1)){AI(t+7)) =0, T>T,

stad, na mocy ré6wnania (5.3),
T>T, = =
AN I(t+71)) — IO I(t+7). (5.4)
Natomiast dla T — 0 mamy
(AI()AI(E+T1)) =2 (IAI()]1?) = 0,

przy czym rownos$¢ zachodzi jedynie wtedy, gdy nie nie wystepujg zadne fluktuacje.
Unormowana funkcje autokorelacji drugiego rzedu g (¢, t + 1) definiujemy poprzez unor-
mowanie funkcji autokorelacji dla natezenia wigzki,

M1 +71)  (EME+T)EM+T)E))

@ (¢, ¢ — = )
g ) = ) EWED) E (+DEU+ D)

Zwykle nazywa sie te funkcje po prostu ,funkcja korelacji drugiego rzedu”. Dzieki unormowaniu
nie zalezy ona od natezenia wigzki, a jedynie od jej statystycznych wtasno$ci. Biorac pod uwage
relacje (5.4), funkcja g® ma asymptotyczna wartoéé

T>T
g@(t, t+1) =°1.

W przypadku pdl stacjonarnych funkcja korelacji zalezy jedynie od r6znicy argumentéw czaso-
wych, czyli od 7. Mozna jg wtedy zapisa¢ w postaci

I(DI(t+71))

@)y —
g = 72

gdzie licznik nie zalezy od ¢, a w mianowniku korzystamy z warunku stacjonarnosci i podsta-
wiamy I(t+71)=1(¢) = I.

18P@)

Rys. 5.4. Przykladowe przebiegi funkcji g () (dla pola stacjo-
narnego) dozwolone (zielone) i niedozwolone (czerwone) w teo-
rii klasycznej. W przypadku (a) g(r) > g(0); w przypadku (b) row-
niez g(t) > g(0), a ponadto g(0) < 1.
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5.3. Funkcja korelacji 2. rzedu — opis kwantowy

Wykazemy teraz dwie nieré6wnoSci, ktére musza by¢ spetnione dla $wiatta opisanego kla-
sycznym modelem fluktuacji. Pierwsza wynika wprost z réwnania (5.3) dla T = 0. Poniewaz
(IAI(1)]?) = 0, mamy

gt p=1. (5.5)

Druga nieréwnos$¢ wyprowadzamy z oczywistej relacji
2
{ )=0

2 2 2 2
(1 (r))+<1 (t+T)>_2(I(t)I(t+T)) _ (I (t)>+<I (t+1) | _ IOIt+7)

1
= = — >0, ol = = —
I2(1) I2(t+71) I I(t+71) 2| I2(p I2(t+7) I I(t+71)

10 It+7)
I(r) I(t+71)

Rozpisujac kwadrat dostajemy

W wyrazeniach wystepujacych w tej nieréwnosci rozpoznajemy funkcje korelacji drugiego rze-
du,

1

> (8P, 0 +gPt+1,t+1)] 2 g9, t+7) (5.6)

Dla pola stacjonarnego mamy w szczegblnosci

2?0 =g%@) dla dowolnego (Swiatlo stacjonarne). (5.7)

Klasyczna teoria fluktuacji wigzki przewiduje wiec, ze w przypadku stacjonarnym unormowana
funkcja autokorelacji drugiego rzedu dla dowolnego opé6Znienia nie moze by¢ mniejsza niz dla
opOznienia T = 0.

Przyktadowe przebiegi funkcji autokorelacji drugiego rzedu dozwolone i zabronione w mo-
delu klasycznym przedstawione sg na rysunku 5.4. Zobaczymy w kolejnym rozdziale, ze fotono-
wy (kwantowy) model $wiatta dopuszcza famanie klasycznych nieréwnos$ci dla funkcji autoko-
relacji.

Funkcja korelacji 2. rzedu — opis kwantowy

W tym rozdziale oméwimy fotonowy model funkcji autokorelacji drugiego rzedu. Jest to opis
kwantowy, cho¢ sformutowany w spos6b fenomenologiczny, bez angazowania formalizmu (pro-
ste elementy formalizmu kwantowego dla tego zagadnienia zostang wprowadzone w dalszych
rozdziatach).

Aby przejs$¢ do opisu opartego na modelu fotonowym musimy przede wszystkim zdefinio-
wac eksperyment rownowazny pod wzgledem fizycznym pomiarowi funkcji autokorelacji dla
fluktuacji pradu detektora, lecz przeprowadzany w rezimie detekcji pojedynczych fotonéw, kie-
dy detektor generuje impuls pradowy w przypadku detekcji. Podobnie jak w rozdziale 4.3, po-
dzielimy o$ czasu na matle przedzialy, w ktérych moze mie¢ miejsce detekcja co najwyzej jedne-
go fotonu. Oznaczmy te przedzialy warto$ciami czasu ¢ (np. warto$cig w §rodku przedzialu; nie
ma to znaczenia). Prad z detektora i (i = 1,2) réwny jest J; () = J, w odcinkach czasu, w ktorych
nastapito zdarzenie detekcyjne, czyli wtedy, gdy v;(#) =1, i J; = 0 w pozostalych odcinkach cza-
su, wktérych v;(£) = 0. Sredni prad detektora i w chwili £ réwny jest J;(£) = Joplv;(t) = 1], gdzie
plv;(#) = 1] jest prawdopodobienstwem rejestracji zliczenia na detektorze i w przedziale czasu
wokot ¢ (dopuszczamy mozliwo$¢ niestacjonarnosci, czyli zalezno$ci tych prawdopodobienistw
od czasu). Mamy tu ponownie do czynienia ze zmienng losowa zero-jedynkowa, dla ktérej war-
to$¢ Srednia réwna jest prawdopodobienstwu wystgpienia wartosci 1, (v; (1)) = p[v;(f) = 1], stad

Ji() = Jo{v; (D)
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Rozdziat 5. Interferometria natezeniowa i korelacje fotonowe

Iloczyn pradu detektora 1 w przedziale ¢ i pradu detektora 2 w przedziale ¢+7 przyjmuje wartos$¢
LD, (t+1) = ]3 gdy w tych chwilach czasu nastapig zliczenia na obu detektorach, co zachodzi
z prawdopodobienstwem p[v, = 1 Av, = 1], oraz J;(#)],(¢+ 1) = 0 w pozostatych przypadkach
— gdy w ustalonych przedziatach czasu , kliknie” tylko jeden detektor albo zaden. W takim razie
z elementarnego rachunku prawdopodobienstwa otrzymujemy

(L, (t+1))y = Jiplvy =1Av, = 1].

Rozwazmy teraz zmienng losowa v, (f)v,(t + 7). Jest ona oczywiscie zero-jedynkowa i
(ViOvy(t+1))=plvi =1Av, =1].

Zestawiajac dwa ostatnie wyniki widzimy, ze
(Ot +1)) = 5 {(vi(Dv, (£ +71)).

Normujac we wlasciwy sposéb znajdujemy unormowana funkcje korelacji dla pradéw detekto-
row
(W], +1))  (vi(O)v,(t+71))
JL 0Tt +1) V(O vt +1))

Jest to wielko$¢ bezposrednio mierzona w tym eksperymencie. Zauwazmy, ze warto§¢ pradu
odpowiadajacego zliczeniu nie ma znaczenia (w efekcie unormowania).

W ten sposéb powigzaliSmy unormowang funkcje korelacji pradéw z detektoréw ze staty-
styka zliczen. Pozostaje nam odnie$¢ statystyke zliczeni do statystyki korelacji foton6w w wigz-
ce. Zakladamy, ze nasze przedzialy czasu sa wystarczajaco krotkie by réwniez liczba fotoné6w
w wigzce w jednym przedziale byta rowna najwyzej 1. Niech wydajnosc detekcji wynosi 7. Po-
niewaz fotony sg losowo i z r6wnymi prawdopodobienistwami wysylane do detektora 1 lub 2,
Srednia liczba zliczen na kazdym z detektoréw jest zwigzana ze Srednig liczba fotonéw (n) rela-

cja

(5.8)

1
V(1)) = (v, (1)) = En(n(t))- (5.9)

Natomiast zliczenie na detektorach 1 i 2 w ustalonych chwilach czasu ¢ i f + 7 wymaga jedno-
czesnego spelnienia warunkow:

— fotony w wigzce w chwilach ¢ i ¢ + 7 — prawdopodobienistwo p[n(t) =1 An(t+1) =1];
— foton w chwili ¢ skierowany do detektora 1 — prawdopodobieristwo 1/2;

— foton w chwili ¢ + 7 skierowany do detektora 2 — prawdopodobienistwo 1/2;

— foton w chwili £ spowodowat zdarzenie detekcyjne — prawdopodobienistwo 7;

— foton w chwili ¢ + 7 spowodowal zdarzenie detekcyjne — prawdopodobieristwo 7.

Mnozac te prawdopodobienistwa dostajemy
1 1
ViV, (t+ 1)) =plvy=1Av, =1] = anp[n(l‘) =1An(t+1)=1]= an (n(On(t+1)), (5.10)

bo zmienna n(t)n(t + 1) jest rowniez zero-jedynkowa. Podstawiajgc réwnania (5.9) i (5.10) do
réwnania (5.8) otrzymujemy zwigzek pomiedzy unormowang funkcjq autokorelacji mierzonego
sygnatu z detektoréw a statystyka korelacji fotonéw,

(LW L(t+1)) (Ot +71))
T 0T, (t+1) (n@O)Xn(t+1)

Kwantowg wersja funkcji korelacji drugiego rzedu, ktéra teoretycznie opisuje wyniki omawiane-

go eksperymentu w rezimie pojedynczych fotonéw jest wiec
(n(On(t+1))

(n()(n(t+1))

g?(t t+1) = (5.11)
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5.3. Funkcja korelacji 2. rzedu — opis kwantowy

W szczeg6lnoSci w przypadku stacjonarnym

(n()n(t+1))

2) _ -2 _
gl t+1)=g"(1) = D)2

(kwantowa funkcja korelacji 2. rzedu: pole stacjonarne),

(5.12)
gdzie (n(f)n(t+ 1)) zalezy tylko do 7.

Powyzsze definicje, do ktérych doszliSmy na drodze fenomenologicznej, pozostaja niezmie-
nione w formalnej teorii, z tym ze za wielkoSci n(f) nalezy podstawi¢ odpowiednie operatory
(obserwable), a Srednie trzeba interpretowac w sensie kwantowym. Na razie pozostaniemy przy
wersji fenomenologiczne;j.

Aby uzyskaé fizyczng interpretacje kwantowej funkcji g, wréémy jeszcze na moment do
prawdopodobienistw. Zauwazmy, ze funkcja ta wyraza sie przez prawdopodobieristwo warun-
kowe,

1 pln()=1An(t+71)=1] 3 pln(t+71)=1|n(t) =1]

g(z)(t,t+r) =
pln(t+1)=1] pln(t) =1] pln(t+1)=1]

Jest ona wiec réwna stosunkowi prawdopodobienstwa warunkowego wystapienia fotonu w
chwili #+ 7, jesli wiemy, ze w chwili ¢ byl foton, do bezwarunkowego prawdopodobienstwa
wystgpienia fotonu w chwili £ + 7.

Po pierwsze, pozwala nam to znalezZ¢ asymptotyke dla duzych czaséw op6znien 7. Jesli T
jest duze (7 > 7,), to pojawienie si¢ fotonu w ¢ nie powinno wptywac na prawdopodobienstwo
pojawienia sie innego fotonu w £ + 7, a wiec prawdopodobieristwa warunkowe i bezwarunkowe
sg jednakowe i g® (1) — 1, tak jak w modelu klasycznym. Réwnowaznie, n(t) i n(t + 7) staja sie
niezalezne, stad (n(f)n(t+ 1)) = (n(t)){n(t + 1)), co prowadzi do tej samej konkluzji.

Po drugie, widzimy, ze funkcja korelacji zawiera informacje o wptywie faktu pojawienia sig
fotonu w ¢ na prawdopodobienistwo pojawienia sie fotonuw ¢ +7. Jesli g (¢, £+ 1) > 1, to praw-
dopodobienistwo to wzrasta (w poréwnaniu z prawdopodobieristwem bezwarunkowym), a jesli
g?(t,t+1) < 1 — maleje. W przypadku wiazki koherentnej polozenia fotonéw sa z definicji
niezalezne, wiec g(z)(t, t+ 1) =1 dla kazdego 7. Szczegblne znaczenie ma warto$¢ g(z)(t, t) al-
bo g®(0) w przypadku wigzki stacjonarne;j. Jedli g@ (¢, t) > 1, to prawdopodobienistwo detekcji
fotonu ro$nie, jesli w tej samej chwili nastgpita detekcja innego fotonu. Méwimy, ze fotony w
wiazce sg zgrupowane (ang. bunched). W interferometrze HB&T pojawi sie nadwyzka jednocze-
snych zdarzen detekcyjnych na dwoch detektorach (czyli koincydencji) w poréwnaniu z wigzka
koherentng o tym samym natezeniu. Jak widzieliSmy, takq sytuacje dopuszcza teoria klasyczna.
Ze wzgledu na bozonowa nature fotonéw mozna sie spodziewa¢ do$¢ powszechnego wystepo-
wania grupowania fotonéw (photon bunching) i tak jest w istocie. Na przyktad dla pojedynczego
modu w stanie termicznym g@(0) = 2. Duzo ciekawszym zjawiskiem jest rozgrupowanie foto-
now (ang. photon anti-bunching; niestety polskie nazwy w tej dziedzinie majg znacznie mniej
wdzieku), czyli taki stan $wiatlta, w ktérym w poblizu jednego fotonu nie spodziewamy si¢ ko-
lejnego (fotony ,unikajg sie” wzajemnie). Odpowiada to klasycznie zabronionym wartoSciom
g?(0) < 0, a eksperymentalnie oznacza deficyt koincydencji zdarzen detekcyjnych (oczywicie

18P

Rys. 5.5. Przykladowe przebiegi funkcji g (7) (dla pola stacjo- 1
narnego) dla $wiatta o fotonach zgrupowanych (zielone) i roz-
grupowanych (czerwone) oraz dla Swiatla koherentnego.
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Rozdziat 5. Interferometria natezeniowa i korelacje fotonowe

wtedy réwniez g (1) > g?(0), bo g? (1) — 1 gdy T — 00). Uzyskanie takiej nieklasycznej wiaz-
ki $wiatta wymaga specjalnych zabiegéw, a w szczeg6lnosci pojedynczego, kwantowego Zrodta
(atomu). Latwo ja jednak skonstruowa¢ myslowo: Jesli fotony sg rozmieszczone w wigzce po-
jedynczo w regularnych odstepach, to koincydencja nie zdarzy si¢ nigdy, a wiec jest to wigzka
o fotonach rozgrupowanych. Jest to ta sama wigzka, ktérej uzyliSmy wczesniej jako przyktadu
Swiatla o statystyce pod-Poissonowskiej i faktycznie te dwie nieklasyczne wlasnosci czesto idg w
parze, choc Scisle rzecz biorac nie sg rownowazne. Rzeczywiste eksperymenty, w gruncie rzeczy
niezbyt odlegle od tej prostej mysSlowej konstrukcji, oméwimy w kolejnym rozdziale.

Przyktadowe przebiegi funkcji korelacji drugiego rzedu dla §wiatta o fotonach zgrupowanych
i rozgrupowanych oraz dla §wiatta koherentnego przedstawia rysunek 5.5.

Antygrupowanie fotonéw i zrodta pojedynczych fotondéw: eksperymenty

W odréznieniu od statystyki foton6éw, pomiar funkcji autokorelacji na poziomie pojedyn-
czych foton6éw nie zalezy od wydajno$ci ukladu detekcyjnego (cho¢ w praktyce nie moze ona
by¢ zbyt niska, aby dato si¢ zgromadzi¢ odpowiednio duzg liczbe zdarzenn pomiarowych w roz-
sadnym przedziale czasu). Niezbedne jest tu jednak dokltadne okreslanie r6znic czasowych po-
miedzy zdarzeniami detekcji fotonéw, a w szczeg6lnosci mozliwos¢ detekcji dwoch fotonéw w
bardzo krétkim odstepie czasu lub nawet jednoczesnie przy jednoczesnym zachowaniu wyso-
kiej rozdzielczo$ci czasowej, czego nie da sie zrobi¢ na pojedynczym standardowym detektorze
ze wzgledu na jego ,.czas martwy” po kazdym zdarzeniu detekcyjnym. Problem ten rozwigzuje
uzycie dwoch detektorow w uktadzie HB&T, pozostaje jednak do rozwigzania kwestia obstugi
strumienia informacji o zdarzeniach detekcyjnych. Ze wzgledu na ograniczenia szybko$ci akwi-
zycji danych, do przetwarzania sygnalow detekcyjnych w standardowym eksperymencie wyko-
rzystuje sie korelator typu ,start-stop”: Sygnal na jednym wejsciu korelatora uruchamia licznik
czasu (,start”), ktory jest wylgczany po otrzymaniu sygnalu na drugim wejsciu (,stop”), a in-
formacja o zmierzonym przedziale czasowym przekazywana jest do systemu akwizycji danych
(komputera), gdzie tworzony jest histogram. Nie jest to SciS§le pomiar funkcji korelacji zdefinio-
wanej w poprzednim rozdziale, poniewaz przy idealnej detekcji zmierzona zostanie statysty-
ka przedziatéw czasowych pomiedzy kolejnymifotonami, a nie warunkowy rozktad prawdopo-
dobienstwa. Uzywane detektory maja jednak zwykle wydajno$¢ kwantowgq dalekq od jednoSci,
wiec z dobrym przyblizeniem prébkuja rozktad fotonéw w zalezno$ci od czasu po zdarzeniu,
ktére wygenerowalo sygnat ,start”. Ponadto fizycznie najistotniejsza cecha statystyki korelacji
— prawdopodobienistwo wystgpienia koincydencji — jest w takim eksperymencie odzwiercie-
dlana wiernie.

Przyktad uktadu pomiarowego do wyznaczania funkcji autokorelacji g® przedstawiony jest
na rysunku 5.6. Jest on bardzo podobny do przedstawionego na rysunku 4.11 uktadu do wyzna-
czania statystyki fotonéw. Zrédtem $wiatla sa tu ponownie atomy sodu tworzace rozrzedzona
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wigzke. Poniewaz w obszarze pobudzania znajduje sie tylko jeden atom, ktéry w idealnym przy-
padku moze wyemitowac tylko jeden foton (prawdopodobienistwo powtérnego pobudzenia jest
mate ze wzgledu na krétki czas przelotu przez obszar pobudzania), spodziewamy si¢ braku ko-
incydencji w uktadzie interferometru HB&T. Faktycznie, wynik pomiaru (rysunek 5.7, punkty)
wykazuje wyrazne minimum funkcji autokorelacji w poblizu zerowego op6Znienia, przy czym
g£@(0) < 1. Mamy tu wigc istotnie do czynienia z wigzka nieklasyczna, o rozgrupowanych foto-
nach.

W eksperymencie faktyczna warto$c liczby zliczen z okreslonym opéZnieniem 7 zalezy od
natezenia wiazki, ale tez od szerokoSci przedzialu czasowego wybranego przy tworzeniu histo-
gramu. Tymczasem celem pomiaru jest porownanie uzyskanej wartoSci z graniczng wartoscia
1, a wiec wynik musi by¢ znany bezwzglednie (nie ,,z doktadnoscig do statej”). W teorii funkcja
korelacji jest normowana liczbg zliczenr w ustalonym przedziale czasu, ale uktad pomiarowy nie
dostarcza tej informacji. Standardowym rozwigzaniem tego problemu jest normowanie wyni-
kéw pomiaru do warto$ci otrzymywanych dla duzych opéZnien 7, poniewaz wiemy, Ze unormo-
wana funkcja ma wlasnoé¢ g@ (r) — 1, gdy T — oo. Co prawda wynik przedstawiony na rysun-
ku 5.7 nie daje klarownej asymptotyki, ale — jak zobaczymy za chwile — nowsze eksperymenty
sq pod tym wzgledem jednoznaczne.

Cho¢ pierwsze eksperymenty wykazujace nieklasyczne rozgrupowanie foton6w przeprowa-
dzane byly z uzyciem wigzek emitowanych przez atomy, obecnie bardzo intensywnie bada sie
zrodta Swiatta w strukturach ciata stalego. Do takich Zr6det nalezg m.in. centra barwne w dia-
mencie i samorosnace polprzewodnikowe kropki kwantowe. Motywacja badan zwigzana jest
w duzej mierze z zastosowaniem pojedynczych fotonéw w kwantowej komunikacji, np. w nie-
ktérych protokotach kryptografii kwantowej (a konkretnie kwantowej dystrybuc;ji klucza kryp-
tograficznego), gdzie zakodowanie informacji w pojedynczym ukladzie kwantowym gwarantuje
niemozno$¢ jej odczytania bez naruszenia stanu uktadu®. Zastosowanie zZrédet atomowych w
takich uktadach bytoby oczywisScie catkowicie niepraktyczne. Oméwimy tu zastosowanie kropek
kwantowych jako Zrédet pojedynczych fotonow.

Przez Zrédto pojedynczych fotonow rozumiemy uklad, ktéry emituje swiatto o fotonach ide-
alnie rozgrupowanych, tzn. nie wykazujace koincydencji detekcyjnych. Fizycznie oznacza to,
ze fotony w wigzce propaguja pojedynczo, a wiec w pewnym otoczeniu jednego fotonu z pew-
no$cig nie ma innego. Interpretacja fizyczna takiego stanu Swiatla jest szczeg6lnie prosta jezeli
zrédlo pracuje w trybie impulsowym, przy czym dtugos¢ impulsu jest krotsza od czasu korelacji.
Wtedy po prostu kazdy impuls zawiera najwyzej jeden foton.

9 Patrz np. artykul w Wikipedii.
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Aby zrozumie¢, dlaczego kropki kwantowe stanowig potencjalnie dobre Zrédta $wiatta o fo-
tonach rozgrupowanych — i to zaré6wno w trybie ciaglym, jak i impulsowym — podsumujmy
najpierw krétko ich podstawowe wlasnosci optyczne, zilustrowane na rysunku 5.8. Samorosng-
ce kropki kwantowe sg strukturami pétprzewodnikowymi, ktére powstajg w procesie epitaksjal-
nego wzrostu zwigzku potprzewodnikowego na podtozu o innej statej sieci krystalicznej. Wzrost
kazdej kolejnej warstwy wigze sie z jej naprezeniem, a wiec z narastajacym kosztem energe-
tycznym. W efekcie jedynie jedna lub dwie warstwy rosng epitaksjalnie, a nastepnie w uktadzie
— w zalezno$ci od uzytych materialow i warunkéw termodynamicznych — pojawiajg sie de-
fekty albo tworzg sie ,wyspy” nanoszonego materialu, w ktérych zysk energetyczny z relaksacji
naprezen przewyzsza termodynamiczny koszt zwiekszenia powierzchni swobodnej. Te ,wyspy”
sg losowo rozmieszczone,a ich ksztalt bardzo czesto przypomina soczewke z ptaska, w przybli-
zeniu kotowg podstawg i wypukto$cig w kierunku wzrostu. Po nakryciu warstwy takich ,wysp”
materialem podloza uzyskujemy ptaszczyzne z losowo rozmieszczonymi kropkami kwantowy-
mi pod powierzchnig probki pétprzewodnikowej. Tu bedziemy sie zajmowac uktadami materia-
towymi, w ktérych ,wyspy” zbudowane sg ze zwiazku pétprzewodnikowego o wezszej przerwie
wzbronionej, przy czym krawedZ pasma walencyjnego lezy powyzej krawedzi pasma walencyj-
nego materialu podtoza, a krawedZ pasma przewodnictwa — ponizej. To przesuniecie krawedzi
pasm reprezentuje sie schematycznie szkicujac wartosci tych krawedzi w przekroju przez krop-
ke kwantowg (szare linie na rysunku 5.8). W omawianym przypadku kropka kwantowa stanowi
obszar potencjatu wigzacego zaréwno dla elektronéw, jak i dla dziur. Przykladem takiego uktadu
jest InAs na podtozu GaAs.

Ze wzgledu na ograniczenie przestrzenne energie no$nikéw sa skwantowane (kropka kwan-
towa stanowi rodzaj tréjwymiarowej studni potencjatu). W przypadku elektronéw stan podsta-
wowy tworzy dublet zdegenerowany ze wzgledu na spin (degeneracja jest oczywiscie znoszona
przez rozszczepienie Zeemana w polu magnetycznym). Dwa stany tego dubletu zaznaczono na
rysunku 5.8 i 0znaczono warto$ciami rzutu spinu na wybrang o§ kwantowania +1/2. W przypad-
ku dziur (stanéw pasma walencyjnego) sytuacja jest bardziej skomplikowana. Stany te zbudo-
wane s3 gtéwnie z atomowych orbitali typu p, a wiec majg moment pedu réwny 1, o trzech moz-
liwych wartosciach rzutu na o§ kwantowania. Uwzgledniajgc dwie warto$ci rzutu spinu, mamy
szeSc stanow. Oddziatywanie spin-orbitalne powoduje, ze dobra liczbg kwantowq w pétprze-
wodniku objetoSciowym o wysokiej symetrii (np. o strukturze regularnej, jak InAs lub GaAs) jest
jedynie spin catkowity, a sze$¢ stan6éw rozpada si¢ na dublet o spinie j = 1/2 (spin antyréwno-
legly do orbitalnego momentu pedu) oraz kwadruplet z j = 3/2 (spin réwnolegly do orbitalnego
momentu pedu). Stany energetycznie bliskie krawedzi pasma i istotne dla wtasnos$ci optycznych
to te z j = 3/2, o warto$ciach rzutu na o$ kwantowania m = +1/2 i m = £3/2. Poniewaz kropka
kwantowa ma nizszg symetrie niz krysztal (w przyblizeniu co najwyzej osiowa), te cztery stany
rozszczepiajg si¢ na dwie pary. Stany o m = +1/2 nazywamy stanami dziur lekkich, a stany z
m = +3/2 — stanami dziur ciezkich (czastki w tych stanach maja r6zne masy efektywne). W nie-
mal wszystkich strukturach stan podstawowy dziur ciezkich lezy najblizej krawedzi pasma. W
efekcie, w wyniku obnizenia symetrii, réwniez w pasmie walencyjnym mamy efektywnie dublet
standw, lecz o wartoSciach momentu pedu (czesto mowi si¢ o nim niezbyt precyzyjnie ,spin”)
m = +3/2. Zauwazmy, ze osia, wzgledem ktorej okreslone sg te rzuty, jest o§ symetrii struktu-
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ry, ktéra pokrywa sie z kierunkiem wzrostu krysztatu, a wiec jest prostopadta do powierzchni
probki.

Rozwazmy teraz przejsScia optyczne z pasma walencyjnego do pasma przewodnictwa. Po
pierwsze, mozemy dostroi¢ laser energetycznie do przejScia ze stanu podstawowego dziur ciez-
kich do stanu podstawowego w pasmie przewodnictwa. Sg to w sumie cztery mozliwe przejscia.
Jezeli jednak swiatlo pada wzdtuz osi wzrostu, to fotony majg wzgledem tej osi moment pedu
réwny +1 (ze wzgledu ma prawo Snella przy typowym wspétczynniku zalamania ok. 3 swiatto
propaguje wewnatrz probki gtéwnie w kierunku bliskim osi). Zasada zachowania momentu pe-
du przy przejSciu optycznym wymaga, by rzuty momentu pedu stanu poczatkowego i koncowe-
go réznily sie o 1. To ogranicza przejScia ciezkodziurowe do dwéch zaznaczonych pionowymi
strzatkami na rysunku 5.8. Ustalajac polaryzacje prawoskretna, mamy tylko jedno dozwolone
przejscie, oznaczone czerwong strzatka.

Stan podstawowy niedomieszkowanego potprzewodnika charakteryzuje si¢ catkowicie za-
pelionym pasmem walencyjnym i pustym pasmem przewodnictwa. Przeniesienie nosnika z
pasma walencyjnego do pasma przewodnictwa powoduje powstanie jednego niezapelnionego
stanu w pa$mie walencyjnym, czyli dziury. Dziura ta ma wlasno$ci dodatnio natadowanej kwa-
ziczastki, ktéra oddzialuje z elektronem w pasmie przewodnictwa tworzac ekscyton. Ze wzgledu
na zakaz Pauliego w stanie podstawowym kropki moga znajdowac sie najwyzej dwa elektrony i
dwie dziury, tworzac dwa ekscytony (biekscyton). Opisane wyzej reguty wyboru powoduja, ze w
wyniku rekombinacji ekscytonu lub biekscytonu powstang najwyzej dwa fotony o przeciwnych
polaryzacjach, a wiec w kazdej z polaryzacji wyemitowany moze zostac¢ najwyzej jeden foton.

Podsumujmy wnioski: kropka kwantowa, mimo ze jest cze$cig makroskopowego ciala state-
go jest ukladem typu atomowego, o skwantowanym widmie, a ponadto dla okreSlonej energii i
polaryzacji wiazki staje sie efektywnie uktadem dwupoziomowym, w ktérym dozwolone jest tyl-
ko jedno przejscie optyczne, pomiedzy stanem podstawowym a stanem z jednym ekscytonem.

Na tej podstawie jesteSmy w stanie zrozumie¢, dlaczego kropka kwantowa moze by¢ dobrym
Zrodtem pojedynczych foton6éw. Interesujg nas emitowane fotony o okreslonej czestosci i pola-
ryzacji (filtrujemy emitowane $wiatlo przy pomocy odpowiedniego polaryzatora). Rozwazmy
na poczatek kropke kwantowg pobudzang w sposéb ciagly. Dynamika no$nikéw prowadzaca
do emisji przedstawiona jest na rysunku 5.9. W typowym eksperymencie pobudzanie przepro-
wadzane jest nierezonansowo, tzn. laser dostrojony jest do przejS¢ w materiale podtoza i ge-
neruje elektrony i dziury o wysokich energiach w catej objetoSci poiprzewodnika. Po uptywie
pewnego czasu no$niki relaksuja do stanu podstawowego kropki kwantowej, skad moze nasta-
pi¢ emisja spontaniczna. Poniewaz w stanie podstawowym moze znajdowac sie tylko jedna para
elektron—dziura o ustalonej polaryzacji, emitowany jest zawsze tylko jeden foton, a potem krop-
ka jest pusta. Wyemitowanie kolejnego fotonu wymaga wytapania do kropki i relaksacji kolejnej
pary, co wymaga pewnego czasu. Dlatego kolejny foton nie moze si¢ pojawi¢ natychmiast po
emisji poprzedniego, a wiec fotony sg rozgrupowane — emitowane pojedynczo.

relaksacja tadunku do kropki pusta kropka

Rys. 5.9. Kropka kwantowa jako zrédlo ¢ ; <:| ;
pojedynczych fotonéw. Rysunek przed- :

stawia dynamike relaksacji i rekombina- ’
cji par elektron—dziura o spinach odpo- ICiaS.\ /
wiadajacych jednemu z przejé¢, wybra- relaksacyl |

nemu przez selekcje polaryzacji w ukta-
dzie detekcji. Rownolegle ma miejsce
i(_ientyczna.dynamika nosnikw o prze- jeden ekscyton - emisja jednego fotonu
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Rys. 5.10. (a) Trawiony rezonator z (niewidocznymi na rysunku) kropkami kwantowymi we-
wnatrz. (b) Mod galerii szeptéw wzbudzony na kubku wody w wibrujacym samolocie. (c) Wid-
mo kropki kwantowej: 1X - ekscyton; 2X — biekscyton; M — mod wiasny rezonatora. Zrédta (a,c):
Michler et al., Science 290, 2282 (2000) (adaptacja).

Eksperymentalng realizacje tej koncepcji przeprowadzono z wykorzystaniem kropek kwan-
towych umieszczonych w trawionych rezonatorach (rysunek 5.10(a)). Struktura jest tak wytra-
wiona, ze dysk rezonatora obejmuje fragment ptaszczyzny zawierajacej kropki kwantowe. W
takim rezonatorze Swiatlo jest czeSciowo uwiezione dzieki réznicy wspolczynnika zatamania
pomiedzy materialem poétprzewodnikowym a powietrzem (typowo w pétprzewodniku n = 3).
Przy padaniu dalekim od normalnego efekt catkowitego wewnetrznego odbicia uniemozliwia
Swiattu opuszczenie rezonatora. Pojawiajg sie w efekcie czeSciowo uwiezione fale stojace kra-
zace wzdluz obwodu rezonatora, ktére nazywamy ,,modami galerii szeptéw” (ang. whispering
gallery mode'?). Analogiczne mody drgarh mozna zaobserwowaé na kubku z wodg poddanym
wibracjom o odpowiedniej (rezonansowej) czestos$ci (rysunek 5.10(b)). JeSli w poblizu zewnetrz-
nego obwodu dysku rezonatora znajdzie sie kropka kwantowa, to bedzie ona silnie oddziatywata
z takim modem. Typowe widmo uktadu przedstawione jest na rysunku 5.10(c). Sktada sie ono
z linii ekscytonowej, linii biekscytonowej (o ktérej bedzie mowa w dalszej czesci tego rozdziatu)
oraz linii zwigzanej z modem rezonatora. Linie ekscytonowe mozna przesuwac wzgledem modu
rezonatora poprzez zmiane temperatury, doprowadzajac do rezonansu, co zwieksza wydajnosc
emisji (uwiezienie modu jest niedoskonate, a czas uwiezienia fotonu w rezonatorze jest tu w
istocie duzo krétszy od czasu zycia ekscytonu).

Pobudzanie ciaggte Pobudzanie impulsowe
(b) laser (c) kropka kwantowa
E
i O
kropka
kwantowa
0 A A A L " 1 L
-10 0 10 0 20 40 60 0 20 40 60
Opodznienie 7 (ns) Opodznienie T (ns) Opodznienie 7 (ns)

Rys. 5.11. Wyniki pomiaréw funkcji autokorelacji drugiego rzedu: (a) Swiatlo emitowane przez
pojedyncza kropke kwantowg pobudzang w sposéb ciagly; (b) Swiatto lasera impulsowego;
(c) Swiatlo emitowane przez pojedyncza kropke kwantowg pobudzang laserem impulsowym.
G®@ (1) jest nieunormowana funkcja autokorelacji. Zrédlo: Michler et al., Science 290, 2282
(2000) (adaptacja).

10" Nazwa odnosi sie do galerii szeptéw w obiektach architektonicznych.
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Wyniki pomiaréw funkcji autokorelacji w takim uktadzie przedstawione sg na rysunku 5.11.
W przypadku pobudzania ciagtego, ktére odpowiada naszej dotychczasowej dyskusji, obserwu-
jemy wyrazne minimum dla zerowego czasu op6Znienia, w ktérym funkcja g'¥ (r) osiaga war-
to$¢ znacznie mniejszg od 1, dowodzac, ze kropka kwantowa istotnie emituje w przewazajgcej
mierze pojedyncze fotony. Zauwazmy przy okazji, ze asymptotyka funkcji autokorelacji dla du-
zych 1 jest tu bardzo wyrazna, co umozliwia unormowanie sygnatu, jak to zrobiono na przed-
stawionym tu wykresie.

W przypadku pobudzania laserem impulsowym przebieg funkcji autokorelacji jest inny i
sktada sie z szeregu rownoodlegtych maksimo6w. Na rysunku 5.11(b) przedstawiona jest funkcja
autokorelacji dla samego Swiatta laserowego. Poniewaz emisja fotonu moze nastgpic jedynie w
momencie pobudzenia, dwa zliczenia musza by¢ oddzielone o wielokrotno$c¢ okresu powtarza-
nia lasera impulsowego. Poniewaz impuls laserowy niesie bardzo wiele foton6éw, koincydencje
zliczen sa réwnie czeste jak pary zdarzen detekcyjnych zachodzacych w r6znych chwilach —
maksimum w 7 = 0 nie r6zni si¢ od pozostatych. Jesli jednak Swiatlo pochodzi z kropki kwanto-
wej, to koincydencja jest bardzo mato prawdopodobna, gdyz wymagataby ponownego wytapa-
nia i relaksacji no$nikéw pochodzacych z tego samego impulsu laserowego, a to jest niepraw-
dopodobne, bo rekombinacja no$nikéw w objetosci pétprzewodnika jest szybsza niz ich wyta-
pywanie do kropki. W efekcie, jak wida¢ na rysunku 5.11(c), znika maksimum w 7 = 0. Brak tego
centralnego maksimum jest standardowym eksperymentalnym potwierdzeniem jednofotono-
wej natury wigzki, a wartoéé funkcji autokorelacji g'® (0) jest miarg jakosci emitera jako zrédia
pojedynczych foton6éw (czystosci zrodla, ang. purity).

Na koniec, aby doceni¢ postep w rozwoju metod wytwarzania struktur pétprzewodnikowych
oraz technik optycznych, jaki dokonal si¢ w ciggu ostatnich lat, zapoznajmy sie z wynikami
znacznie nowszego eksperymentu. Przeprowadzony on zostal z wykorzystaniem kropek kwan-
towych uzyskanych poprzez trawienie podloza AlGaAs kroplg glinu, a nastepnie wypelnienie
powstatej w ten spos6b nano-dziury arsenkiem galu. Struktura stanu podstawowego w takich
kropkach jest identyczna jak w kropkach samorosngcych: po dwa stany w pasmie walencyjnym
i przewodnictwa pozwalaja wzbudzi¢ dwa ekscytony oddziatujace ze Swiattem o przeciwnych
polaryzacjach (na diagramie po prawej stronie rysunku 5.12 oznaczone dwiema strzatkami re-
prezentujacymi orientacje spinow elektronu i dziury) oraz stan czteroczastkowy, czyli biekscyto-
nowy. Ze wzgledu na oddziatywania kulombowskie energia biekscytonu jest przesunieta (zwykle
w dot) w stosunku do podwojonej energii ekscytonu. To oznacza, ze laser dostrojony do potowy
energii przejscia biekscytonowego nie bedzie w rezonansie z zadnym z przej$¢ ekscytonowych,
natomiast bedzie wzbudzat stan biekscytonowy przez przejscie dwufotonowe. W odréznieniu
od omowionej wyzej starszej realizacji, w ktorej nosniki byly wylapywane ze stanéw o wyzszej
energii, mamy tu pobudzanie rezonansowe, wykluczajace obecno$¢ w uktadzie ,zabtakanych”
no$nikéw, ktére moglyby zosta¢ wytapane w dowolnym momencie, generujgac np. podwéjne po-
budzenie w obrebie jednego impulsu i psujagc w ten sposéb rozgrupowanie fotonéw. Biekscyton
emituje Swiatto rekombinujac kaskadowo przez jeden z dwéch stanéw jednoekscytonowych.
PrzejScia te maja r6zne energie i zawsze dokladnie jeden foton ma polaryzacje prawoskretna, jak
zaznaczono na rysunku. Pomiar funkcji autokorelacji mozna prowadzic¢ dla kazdego z przejs¢
osobno i w obu przypadkach spodziewamy sig, Ze nie wystapig koincydencje. Taki tez jest wynik
eksperymentu, przedstawiony na wykresach w lewej czeSci rysunku 5.12. Zauwazmy, ze zasto-
sowanie struktury o bardzo dobrych wtasno$ciach optycznych oraz rezonansowej techniki po-
budzania pozwolilo niemal catkowicie wyeliminowaé szum tta oraz obnizy¢ wartos$é¢ g'? (0) do
0,002 i 0,007 odpowiednio dla przejscia biekscytonowego i ekscytonowego.



Rozdziat 5. Interferometria natezeniowa i korelacje fotonowe
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Rys. 5.12. Wyniki pomiaréw funkcji autokorelacji drugiego rzedu dla przejscia ekscytonowego
(niebieski wykres) i biekscytonowego (czerwony wykres) oraz diagram stanéw ekscytonowych
i biekscytonowych ilustrujacy metode pobudzania i rejestrowane w eksperymencie przejscia
optyczne. Zrodto wykres6w: D. Huber et al. Nature Comm. 8, 15506 (2017) (adaptacja).



Rozdziat

Stany koherentne i $ciesnione

W tym rozdziale oméwione zostang dwie bardzo wazne klasy stanéw kwantowych pola jed-
nomodowego: stany koherentne i $cieSnione. Dotad jedyng kwantowg wtasno$cig pola, ktéra
byla nam potrzebna, byl jego korpuskularny charakter - istnienie fotonéw. Teraz jednak po-
trzebna bedzie pewna minimalna ilo§c powazniejszego formalizmu. Dlatego najpierw musimy
dostrzec analogie pomiedzy kwantowym polem jednomodowym a oscylatorem harmonicznym,
aby w tatwy spos6b dojs¢ do nieco uproszonego, ale wystarczajacego dla nas w tym momencie
kwantowego opisu pola.

Kwantowy opis pola

W tym rozdziale sformutujemy kwantowy opis pola poprzez analogie z jednowymiarowym
oscylatorem harmonicznym, ktérego kwantowanie znane jest z kursu mechaniki kwantowe;.

Przypomnijmy, ze jednowymiarowy oscylator harmoniczny o masie m i czesto$ci wlasnej w
to uktad, ktérego rownania ruchu dla polozenia x i pedu p, maja postac

o1 . 2
X=—p, Py=-—MmoXx.
m X X

Rozwigzaniem tych réwnan jest oczywiScie ruch harmoniczny,
x(t) = Acos(wt—¢), p,(t)=—-mwAsin,(wt— ),
odpowiadajacy warunkom poczatkowym
x(0) = Acos¢p, p,(0) =mwAsindg.

Réwnowaznie mozna zapisa¢ rozwigzanie w rozktadzie na kwadratury,
. . 1 .
x(t) = Acos¢coswt + Asingsinwt = x(0) coswt + —p,(0) sinwt. (6.1)
mw

Energia oscylatora wynosi

:pﬁn+1

20 1
—mw?x*(t) = L0 +
2m 2

E Emﬁfm) (6.2)

i jest oczywiScie stala.
Do opisu kwantowego przechodzimy definiujac operatory x, p,, ktore spelniajg kanoniczng
relacje komutacji
[x, p,] = iR, (6.3)

z ktérej wynika zasada nieoznaczono$ci Heisenberga
AxAp,=Hhl2. (6.4)

Rozwazmy teraz pole jednomodowe w rezonatorze o dtugosci L. Zakladamy dla uproszcze-
nia, Ze jest ono liniowo spolaryzowane w kierunku x i propaguje wzdluz rezonatora w kierunku
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z, a zwierciadla rezonatora stanowi doskonaty przewodnik, ktéry wymusza zerowanie si¢ stycz-
nej sktadowej pola elektrycznego. Wtedy niezerowa sktadowa natezenia pola elektrycznego ma
postac

Ex(z, 1) =&ysinkzcos(wt — ) = EysinkzcosPpcoswt+Eysinkzsingsinwt, (6.5)

gdzie k = nn/L dla pewnej liczby naturalnej n, a w = ck, gdzie c jest predkoScig Swiatla (za-
kltadamy, ze w rezonatorze jest pr6znia lub powietrze; w przeciwnym razie nalezy uwzglednic
wspolczynnik zalamania). Czynnik sin kz opisuje ksztalt modu pola (jest to ,funkcja modowa”)
i oczywiScie dla realistycznego modelu rezonatora mégtby by¢ bardziej skomplikowany, co jed-
nak nie ma zadnego znaczenia dla naszych rozwazan.

Pole magnetyczne powinno by¢ prostopadte do pola elektrycznego i poprzeczne w stosunku
do kierunku propagacji, stad jego jedyna sktadowg jest sktadowa y. Prawo Ampere’a, wobec bra-
ku pradow wewnatrz rezonatora ma postac Vx B = e, %—5[, gdzie B jestindukcja magnetyczna, a
Mo 1€, 0znaczaja, odpowiednio, przenikalno$¢ magnetyczna i elektryczng prézni. Otrzymujemy
stad relacje pomiedzy nieznikajgcymi sktadowymi p6l

0B o
_y_ “Cx
oz  Hofog

Rozwigzanie tego rownania zgodne z rOwnaniem (6.5) ma postac
B,(z,1) = —(&y/c)coskzsin(wt — ) = (Ey/ c) cos kzsingpcoswt — (&y/ ¢) cos kzcospsinwt. (6.6)

Zdefiniujmy teraz funkcje

eV eV
q() =\ 55 coswr—¢), p(t) = 1| =& sin(wr—¢). (6.7)
20 2
Wtedy oczywiscie
€V €V
q(0) = \/ﬁso cosp, p(0) = \/OTé’Osin(/),

a wiec zdefiniowane w ten spos6b zmienne sg proporcjonalne do amplitud kwadratur (patrz
rozdziat 2.1). Pole elektryczne, réwnanie (6.5), mozemy teraz zapisac jako

2
Exlz, 1) =sinkzy | = [wq(0) coswt + p(0)sinwt]. (6.8)
0
Obliczmy energie pola, catkujac gestoS¢ energii po objetosci rezonatora
E= %Ofdsr [£%(2, 1) + *B%(2, 1)].

Pola podstawiamy z rownan (6.5) i (6.6), w ktorych — na podstawie réwnan (6.7) — wstawiamy
€§ =2(w?q* + p?)/ (e, V). Otrzymujemy

L 2
E= 62—08f dz v (w2q2 + pz) (sin2 kzcos?(wt — ¢) + cos? kzsinz(wt—(p)) )
0 €o

gdzie S jest powierzchnig przekroju poprzecznego rezonatora. Wykonujemy prosta catke po z,

L L
f dzsin? kz:f dzcos’kz =112,
0 0



6.1. Kwantowy opis pola

korzystamy z oczywistej tozsamosci trygonometrycznej i uwzgledniamy fakt, ze SL = V. Prowa-
dzi to do ostatecznego wyniku

1 1
E==-p’+-w?q*. 6.9
P T3 d (6.9)

Por6éwnanie z réwnaniem (6.2) prowadzi do wniosku, Ze energia pola modowego w zmiennych
g, p ma formalnie taka samgq postac, jak energia mechanicznego oscylatora harmonicznego ,0
masie 1”7 (co jest oczywiscie bez sensu z punktu widzenia wymiaru fizycznego; zmienne ¢, p nie
maja w istocie wymiaru potozenia [L] i pedu [P], lecz [M'/?L] i [M~'/2P)).

Zauwazmy ponadto, Ze zmienne ¢ i p spelniajg r6wnania ruchu

q=p, p=-wq,

a wiec rOwnania oscylatora harmonicznego ,,0 masie 1”.

PokazaliSmy w ten sposéb, ze pole jednomodowe jest r6wnowazne jednowymiarowemu
oscylatorowi harmonicznemu (co prawda nasze wyprowadzenia majg charakter p6t-formalny,
jednak ta réwnowazno$¢ jest Scistym matematycznym faktem). Kwantujemy wiec pole
korzystajac z tej analogii, poprzez zadanie relacji komutacji dla operatoréw q,p jak dla
polozenia i pedu oscylatora (réwnianie (6.3))

(g, p] = ih. (6.10)

To oznacza rowniez, ze pomiedzy tymi wielko$ciami zachodzi relacja nieoznaczonos$ci identycz-
na z relacjg Heisenberga opisang rownaniem (6.4),

AgAp = R12. (6.11)

W optyce kwantowej stosuje si¢ w rzeczywisto$ci inne zmienne, proporcjonalne do nieco
sztucznych wielko$ci g i p. Te zmienne uzyskuje sie z przeskalowania q i p zdefiniowanego w
taki sposdb, ze uzyskane wielko$ci sg bezwymiarowe,

T
X, :,/%q(m, X, =\ 5= PL0). (6.12)

Skoro ¢g(0) i p(0) sa proporcjonalne do amplitud kwadratur, to réwniez wielkosci X; i X, sg do
nich proporcjonalne. Sa to podstawowe wielko$ci w optyce kwantowej i zwykle méwi si¢ o nich
po prostu jako o , kwadraturach” pola. Po skwantowaniu stajg sie one operatorami kwadratur. Z
tozsamosci (6.10) otrzymujemy natychmiast ich komutator

(X, X,] = % 6.13)

natomiast z r6wnania (6.11) wynika wprost zasada nieoznaczonosci

AX,AX, = —. (6.14)

Ny

Korzystajac z rownan (6.8) i (6.12) mozna teraz zapisac operator pola elektrycznego w postaci

. 4hiw .
E.(z, 1) =sinkz e_V(Xl coswt + X, sinwt), (6.15)
0

skad widac wprost, ze X; i X, sg amplitudami kwadratur z dokladnoscia do statej. Energia (Ha-
miltonian pola jednomodowego) ma posta¢ wprost wynikajgca z réwnania (6.9),

1, 1 1 1
H= 5p2 - szxz = Ep2 (0) + szxz (0) = hw (X5 + X3),

= aﬁ@
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gdzie wykorzystaliSmy fakt, Ze energia jest zachowana, wiec mozna jg wyliczy¢ w chwili poczat-
kowe;.

Fakt, ze operatory kwadratur nie komutujg ze sobg ma fundamentalne znaczenie. Przypo-
mnijmy, ze w klasycznej optyce stan pola jednomodowego jest w pelni okreS§lony poprzez po-
danie amplitudy i fazy badZ poprzez okreslenie warto$ci obu amplitud kwadratur (rozdziat 2.1).
Na diagramie fazowym pole takie reprezentowane jest przez punkt. W mechanice kwantowej nie
jest to mozliwe, poniewaz kwadratury X; i X, wigze zasada nieoznaczono$ci. W konsekwencji
nie jest rGwniez mozliwa jednoczesna znajomo$¢ amplitudy i fazy pola. Na diagramie fazowym
reprezentujemy umownie pole kwantowe poprzez obszar, ktoérego srodek odpowiada srednim
wartoSciom (X;) i (X,), a rozmiary wzdtuz osi ukladu wspétrzednych reprezentujg nieoznaczo-
nosci tych wielkoSci.

Stany koherentne

Zacznijmy od scharakteryzowania stanu prézni. Jest to taki stan, ktérego energia jest najniz-
sza z mozliwych, przy zachowaniu zasady nieoznaczonosci dla kwadratur. Srednia energia stanu
kwantowego pola wynosi

E=(H)=ho(X])+(X3)).

Mamy (X?) = (X;)* + (AX;)?, gdzie AX; jest nieoznaczonoscia kwadratury. Stad
E=ho((X,)"+(X,)"+ (aX,)"+ (A%,)°), (6.16)

a wiec energia jest minimalna, jesli Srednie kwadratur sg réwne zeru (co jest dopuszczalne), a
suma kwadratéw ich nieoznaczono$ci jest minimalna (nie mozna zadac, zeby byta réwna zeru,
gdyz tamaloby to zasade nieoznaczonosci).

Minimalizacje sumy (AX1)2 + (AX2)2 przy zachowanej zasadzie nieoznaczonosci
AX;AX, = 1/4 najlatwiej jest przeprowadzi¢ geometrycznie. Na rys. 6.1 wartoSci
nieoznaczono$ci spetniajace zasade nieoznaczonosci leza w obszarze zacienionym. Warto$¢
(AX,)* + (AX,)® to kwadrat odleglosci od poczatku uktadu wspohzednych. Punkt, dla
ktérego zasada nieoznaczonoSci jest spelniona, a jednoczes$nie odleglos$¢ ta jest najmniejsza
zaznaczono kropka. Odpowiada on AX; = AX, =1/2.

W ten sposob scharakteryzowaliémy stan prozni:

(X;y=(X,)=0, AX,=AX,=1/2| (préznia).

AX,AX, > 1/4

Rys. 6.1. Konstrukcja do minimalizacji energii pr6zni ‘
przy zachowaniu zasady nieoznaczonoS$ci dla kwadra- 0 1
tur. AX,




6.2. Stany koherentne

Energia stanu prézni nie wynosi 0, lecz (1/2)Aw. Jest to zwigzane z kwantowymi fluktuacjami
pola, ktére musza wystepowacé, by zasada nieoznaczonosci byta spetniona. Z drugiej strony, z
réwnania (6.15) wynika, Ze §rednia warto$¢ natezenia pola wynosi 0. Interpretujemy to w ten
sposob, ze choc pole elektryczne w stanie prézni nie jest rowne zeru (gdyz wtedy energia bylaby
zerowa), to jego fazajest calkowicie losowa, stad natezenie pola usrednia si¢ do zera (bo $rednia
z &y cos(wt—¢) wynosi 0, jesli ¢ przyjmuje z jednakowym prawdopodobieristwem wartoSci od 0
do 2m).

Istnieje oczywiScie szersza klasa stan6w, dla ktérych nieoznaczono$ci minimalizujq zasade
nieoznaczonosci, lecz §rednie wartosci kwadratur (a wiec i Srednia warto$¢ natezenia pola elek-
trycznego) nie sg zerowe. Jesli obie nieoznaczonosci sg réwne i wynosza 1/2, to stan taki nazy-
wamy stanem koherentnym (préznia jest szczeg6lnym przypadkiem takiego stanu). Graficzng
reprezentacje prozni i stanu koherentnego na diagramie fazowym przedstawia rysunek 6.2.

Stan koherentny oznaczamy przez |a), gdzie a jest liczba zespolong a = (X;) + i(X,). Oczy-
wiscie |a|? = (X;)? + (X,)?, a wiec — zgodnie z réwnaniem (6.16) — $rednia energia takiego stanu

wynosi

- 1
E:hw(|a|2+—
2

stan koherentny.

Poniewaz (1/2)hw stanowi wktad od fluktuacji prézni, fiw| a|® musi by¢ Srednig energig fotondéw,
z ktorych kazdy ma energie fiw. Stad Srednia liczba fotonéw w stanie koherentnym wynosi

7=|al’| stan koherentny.

Piszac a = |ale’® mamy (X;) = |a|cos ¢, (X,) = |a|sin¢ i dostajemy z réwnania (6.15)

. 4hw . . . 4hw
(€,(z, 1)) =sinkz —Ial(cos¢coswt+sm¢smwt] =sinkzy/ ——|alcos(wt — ).
€0V €0V

Faze (argument) liczby zespolonej a mozna wiec w jakim$ stopniu utozsami¢ z fazg pola elek-
trycznego w stanie koherentnym. Graficzng reprezentacje amplitudy i fazy stanu koherentnego
na diagramie fazowym interpretowanym jako ptaszczyzna zespolona przedstawia rysunek 6.3.

‘X 2 1 / 2  stan
<—  koherentny

(Xo)fo . Il /2

proznia .
>
Rys. 6.2. Reprezentacja stanu prézni oraz stanu kohe- (X7) Xy
rentnego na diagramie fazowym.
A X2
(X2) =Imad- /\
e

o o
Rys. 6.3. Amplituda i faza stanu koherentnego na ¢ : X,l
diagramie fazowym. (X1) = Rea

= aﬁ@
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A X2 q,
% )
\0“\ oy AZ
Rys. 6.4. Nieoznaczonosci liczby fotonéw i fazy w sta- \ot\ X X
nie koherentnym. Nieoznaczono$¢ liczby fotonéw réw- - 1
najestn, —n_=lal.

Nieoznaczono$¢ obu kwadratur oznacza, Ze ani liczba fotonéw, ani faza pola nie sg w sta-
nie koherentnym jednoznacznie okreslone. Istotnie, graficzna reprezentacja stanu koherentne-
go sugeruje nieoznaczono$¢ wartosci v/n odpowiadajacg przedziatowi od |a| —1/4 do |a| + 1/4
(rysunek 6.4), czyli Ay/n = 1/2. Mamy stad

An=AWm?=2VaAVR = VT =]al.

A wiec dla stanu koherentnego

(An)®> =7n| stan koherentny,

czyli jest to stan o Poissonowskiej statystyce fotonéw. Dla nieoznaczonosci fazy, postugujac sie
znowu rysunkiem 6.4 mamy z definicji miary tukowej kata A¢ = (1/2)/|a| = 1/(2An). Widaé
stad, ze nieoznaczono$¢ fazy maleje, gdy pole staje sie¢ coraz silniejsze (Ja| ro$nie). Ponadto
mamy przyblizong ,relacje nieoznaczonosci” dla fazy i liczby fotonéw w stanie koherentnym:
AnA® =1/2. Zrysunku 6.4 jest jednak jasne, ze cala nasza dyskusja ma sens jedynie wtedy, gdy
|a| nie jest zbyt mate. W istocie, w optyce kwantowej nie istnieje operator fazy, a przyblizenie
takiego operatora mozna skonstruowac jedynie dla silnych pdl. Wtedy istotnie pokazuje sie, ze
dla liczby fotonéw i fazy istnieje przyblizona zasada nieoznaczono$ci, a stan koherentny jg mi-
nimalizuje.

Podsumujmy wtasnosci stanéw koherentnych: Wykazuja one Poissonowska statystyke foto-
néw, wzgledna niepewno$¢ liczby fotonéw (a wiec energii, a stad amplitudy pola) maleje wraz ze
wzrostem natezenia pola i majg one okreSlong faze (przy dostatecznie duzym natezeniu), ktorej
niepewno$¢ maleje do zera, w miare jak pole staje sie silniejsze (granica klasyczna). Ze wzgledu
na te wlasno$ci, dostatecznie silne stany koherentne sg najblizsze , polu klasycznemu”. Okazuje
sie, ze taki wlasnie stan kwantowy opisuje Swiatlo emitowane przez laser. Stany koherentne maja
bardzo duze znaczenie w formalizmie optyki kwantowej, poniewaz stanowig uktad zupelny, tzn.
dowolny stan pola mozna przedstawic jako superpozycje stanéw koherentnych.

Stany $ciesnione

Stany, w ktérych nieoznaczonos¢ ktorejs z kwadratur jest mniejsza niz w przypadku stanu
koherentnego (lub prézni), stanowig bardzo wazng klase stanéw $wiatla. Istnieja tez stany, w
ktérych zredukowana jest nieoznaczono$¢ amplitudy (liczby fotonéw) albo fazy. W tym roz-
dziale omawiamy gléwnie redukcje fluktuacji kwadratur, ograniczajac pozostate przypadki do
krotkiej wzmianki w ostatnim podrozdziale.



6.3. Stany Sciesnione

Rys. 6.5. Stany $cie$nione: (A) stan §cieSniony w drugiej >X
kwadraturze; (B) ScieSniony (w pierwszej kwadraturze) 1
stan koherentny; (C) ScieSniona préznia.

6.3.1. Sciesnianie kwadraturowe

W stanie koherentnym fluktuacja kazdej z kwadratur jest taka sama jak w stanie pr6zni: nie-
oznaczono$¢ kwadratury wynosi 1/2. Stany, dla ktérych AX; < 1/2 lub AX, < 1/2, czyli fluktu-
acje jednej z kwadratur sg ponizej poziomu prézniowego, nazywamy stanami Sciesnionymi kwa-
draturowo (ang. quadrature-squeezed). Jesli ponadto stan taki minimalizuje zasade nieoznaczo-
nosci, czyli AX;AX, = 1/4, to nazywamy go koherentnym stanem Sciesnionym. Oczywiscie, ze
wzgledu na zasade nieoznaczonosci, jesli nieoznaczonos$¢ jednej z kwadratur jest ponizej war-
toSci pr6zniowej, to nieoznaczono$¢ drugiej musi by¢ wieksza. Graficzng reprezentacje stanéw
$ciesnionych kwadraturowo przedstawia rysunek 6.5. Swiatlo mozna $ciesnia¢ kwadraturowo
nie tylko w bazowych kwadraturach, ale wzgledem dowolnie obr6conej osi na diagramie fazo-
wym (rysunek 6.6). Formalnie oznacza to inny wybor fazy poczatkowej 8 w rozktadzie pola na
kwadratury;,

E(t) = Eycos(wt—¢) = Eycosl(wt—0) — (p—0)] = & cos(p—0) cos(wt—0) +E&,sin(¢p—0) sin(wt —0)

(dotychczas rozwazaliSmy 6 = 0). Nowymi amplitudami kwadratur sa teraz &£,cos(¢p — 0) i
&,sin(¢ — 0). Poniewaz wybér poczatkowej fazy jest dowolny, taki rozklad nie wnosi zadnych
nowych wilasnosci fizycznych i mozna ograniczy¢ dyskusje do standardowego ScieSniania w
bazowych kwadraturach X; i X,.

Stany ScieSnione — pomijajac fakt, ze sg ciekawe pod wzgledem formalnym — maja duze
znaczenie w interferometrii, gdzie o rozdzielczosci eksperymentu interferencyjnego decyduje
szum Srutowy stanu prézni na ,niewykorzystanym” wejsciu interferometru, przy czym znacze-
nie ma tylko jedna kwadratura, bedaca w fazie z mierzonym sygnatem. Mozna wiec pokonac
to ograniczenie, jesSli zamiast pr6zni na wejsciu interferometru pojawi si¢ préznia $cieSniona
w odpowiedniej kwadraturze. Te rozwazania odkladamy do kolejnych rozdziatéw, a tymczasem
pokazemy, w jaki spos6b mozna eksperymentalnie zweryfikowac ScieSnienie stanu pola oraz w
jaki spos6b stany §cieSnione mozna wytwarzac.

A X2

Rys. 6.6. Stan Scie$niony w ,,obrécone;j” kwadraturze. X 1

= aﬁ@
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Rys. 6.7. Zréwnowazona
detekcja homodynowa:
zarys ukltadu pomiarowe-
go i schemat elektronicz-
ny. Zrédlo grafiki: M. Fox,
Quantum Optics.

6.3.2. Detekcja stanéw Sciesnionych kwadraturowo

Detekcje stanéw ScieSnionych przeprowadza si¢ w ukladzie zrownowazonej detekcji homo-
dynowej, przedstawionym schematycznie na rys. 6.7. Jest to taki sam uklad, jaki pojawit sie w
dyskusji na temat redukcji szumu klasycznego. Tu dodatkowym elementem jest silna wigzka
koherentna nazywana lokalnym oscylatorem (LO), ktéra pada na jedno z wejs$¢ dzielnika wiazki.
Ogdlnie rzecz bioragc, homodyna optyczna oznacza interferencje wigzki badanej (sygnatowej)
z silng wiazka (lokalnym oscylatorem) o tej samej czestoéci'. Sam sygnat daje prad detektora
Js ~ 1&I?, ktory jest drugiego rzedu w polu wiazki sygnatowej, a wiec bardzo maty. Natomiast
prad detektora w uktadzie homodynowym jest J, ~ 1€ o + &I* = [E01> + 2Re Elos + ..y awigc
zawiera sktadowa liniowa w &, czyli duzo wigksza od |&/%.

Musimy sie jednak pozby¢ dominujacej i zupelnie nieinteresujacej sktadowej |} 2. Whaénie
dlatego dokonujemy pomiaru w uktadzie detekcji zréwnowazonej. Wigzka LO dzieli si¢ na p6t,
dajac jednakowe natezenia na obu detektorach, a poniewaz sygnat jest r6znicq tych natezen,
wklad od lokalnego oscylatora catkowicie si¢ znosi. Pozostaje jedynie wklad liniowy w &, po-
chodzacy z interferencji pol & i &  na dzielniku wigzki. Przyjrzyjmy mu si¢ doktadnie;.

Zgodnie z rysunkiem 6.7, w r6wnaniach (2.6a) i (2.6b) przyjmujemy ¢ = ¢;, = ¢, = 0, oraz
¢, = 7, co jest oczywiscie zgodne z rOwnaniem (2.8). Lokalny oscylator potraktujmy jako mod
wejsciowy 1, £ = |£ ole!?10, natomiast pole badane (sygnat) jako mod wejsciowy 2, &, = &,. Ma-
my wiec

£ = % [Er0e™0 +,],
£, = % [ELOe“PLo —55] .

Zapiszmy zespolona amplitude wiazki sygnatowej jako & = &,(X; + iX,), gdzie &, jest tu rze-
czywistym wspotczynnikiem proporcjonalnosci pomiedzy bezwymiarowymi kwadraturami a fi-
zyczng amplitudg pola. Nie podawaliSmy go w tym wykladzie dla p6l biegnacych, z ktérymi ma-
my w tej chwili do czynienia, ale jego dokladna postac jest nieistotna, poniewaz — jak za chwile
zobaczymy — i tak we wszystkich wzorach sie on uprosci. Elementarny bezposredni rachunek
prowadzi do sygnatu detekcji r6znicowej w postaci

T =T =21E101Ey (X cosprg + Xy singy ).

Widac¢ wigc, ze dla ¢y o = 0 (czyli kiedy LO oscyluje jak cos wt) sygnat detekcji jest proporcjonalny
do pierwszej kwadratury pola &, a w przypadku ¢; 5 = 7/2 (LO oscyluje jak sinw?) — do drugie;.
Ogo6lnie wkiad do sygnatu daje wylacznie ta kwadratura pola &, ktéra jest w fazie z lokalnym
oscylatorem.

! Nazewnictwo pochodzi z techniki radiowej, gdzie stabe oscylacje obwodu elektrycznego wzbudzane przez

fale radiowg z odlegtego nadajnika sg homodynowane z oscylacjami wzbudzanymi w obwodzie odbiornika (stad
okreslenie lokalny). ,Homo-" oznacza ,taka sama” i odnosi sie do czestosci. Istnieje tez technika heterodynowa.
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ZnS 780nm (a)

Rys. 6.8. Wynik pomiaru szumu dla stanu koherentne-
go w ukladzie zrGwnowazonej detekcji homodynowe;j.
“SNL’ jest wynikiem pomiaru dla stanu prézni, ktéry
definiuje poziom szumu $rutowego. Linia przerywana
wskazuje warto$¢ w sytuacji braku koherencji pomie-
dzy wiazka LO a sygnalowa. Zrédto: M. Fox et al., Phys.
Rev. Lett. 74, 1728 (1995). ©1995, American Physical So-

ciety. LO Phase

Noise Power (dBm)

Jezeli teraz, tak jak w uktadzie po prawej stronie rysunku 6.7, odetniemy stata w czasie sred-
nig warto$c¢ sygnatu, to moc wydzielana na oporze roboczymR; bedzie proporcjonalna do Sred-
niego kwadratu fluktuacji (szumu) tej kwadratury pola, ktéra jest zgodna w fazie z lokalnym
oscylatorem. W przypadku prézni jest to szum Srutowy, ktérego Zrédlem sg fluktuacje prézni.
Jest on jednakowy dla obu kwadratur. W przypadku stanu $cieSnionego w jednej z kwadra-
tur, przy odpowiednim doborze fazy lokalnego oscylatora pomiar homodynowy wykaze szum
zmniejszony w poréwnaniu z poziomem szumu Srutowego. Przyktadowy wynik takiego pomia-
ru przedstawiony jest narys. 6.8. Widzimy, ze dla pewnej warto$ci fazy wigzki LO mierzona moc
szumu jest ponizej poziomu szumu Srutowego, co dowodzi $cie$nienia kwadraturowego bada-
nej wigzki. Warto zwréci¢ uwage na cechowanie wartosci sygnalu w tym eksperymencie. Mamy
poréwnacé szum w wybranej kwadraturze z szumem pr6zni, musimy wiec wyznaczy¢ poziom
szumu prézni w tym samym ukladzie eksperymentalnym, bo a priori nie wiadomo, jaka jest
jego warto$€. Jedng z metod jest usuniecie Zrodta stanu Sciesnionego z wejScia uktadu (czyli
zastapienie go proznia). W efekcie mierzymy szum Srutowy, oznaczony na wykresie ,SNL”. Teo-
retycznie ten sam wynik powinno sie uzyskac, jesli faza LO jest losowa w stosunku do fazy wigzki
sygnatowej, co mozna uzyskaé¢ wprowadzajac duze opéZnienie pomiedzy wigzkami (znacznie
wieksze od czasu koherencji) — przerywana linia na wykresie. Jak wida¢, w rzeczywistym eks-
perymencie wartosci uzyskane na te dwa sposoby nieco si¢ r6znig, co wynika z niedoskonato$ci
uktadu (powodem moze by¢ np. dodatkowy szum wprowadzony do wigzki sygnatowe;j).

6.3.3. Wytwarzanie stanow Scie$nionych kwadraturowo

W tym rozdziale zobaczymy, Ze stany $cieSnione kwadraturowo pojawiaja sie w wyniku pro-
cesOw zachodzacych w osrodkach nieliniowych. Najpierw musimy przypomniec sobie podsta-
wy optyki nieliniowej w bardzo uproszczonym modelu. Nie jest on co prawda catkowicie reali-
styczny, ale wlasciwie ujmuje istote fizycznego efektu, o ktéry nam chodzi.

Fale elektromagnetyczne w osrodku nieliniowym

Punktem wyj$cia sg r6wnania Maxwella w o§rodku, w ktérym nie wystepujg tadunki ani pra-

dy swobodne,

OB ) o€
ngz—ar VX B = o] po + Ho€o 5 (6.17)

gdzie j, jest pradem polaryzacji®, ktéry wiaze sie z wektoram polaryzacji relacja Jpol = p.
Polaryzacje oérodka rozdzielamy na cze$é liniowa i nieliniowa P = P + PNV przy czym
PW = ¢,yE. Bezwymiarowy wspoélczynnik y jest podatnoscia elektryczng osrodka. Zakladamy
tu dla uproszczenia, ze oSrodek jest izotropowy, a wiec wektor polaryzacji jest wspotliniowy z £

2 Definicje poje¢ i podstawowy elektrodynamiki w osrodkach materialnych znalezé mozna w podrecznikach

elektrodynamiki (np. D. J. Griffiths, Podstawy Elektrodynamiki) lub w dobrych podrecznikach fizyki ogélnej (np. I.
W. Sawieliew, Wyktady z fizyki.)
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(rzeczywiste oSrodki nieliniowe sg anizotropowe). Biorgc rotacje z pierwszego z réwnan (6.17) i
zmieniajac kolejno$¢ pochodnych po prawej stronie dostajemy
Vx(Vx&E) =——(VxB)=—— P~ +p,P — Uo€o==> 6.18
x (VxE) at( x B) at(ﬂo Ho ) Hofo 52 (6.18)
gdzie podstawiliSmy V x B z drugiego réwnania i wyraziliSmy prad polaryzacji przez polaryzacje.
Po lewej stronie r6wnania (6.18) korzystamy z tozsamosci

Vx(VxE) =VV-E-V?E=-V?E,

gdzie skorzystaliSmy z prawa Gaussa V- € = 0 wobec braku gestosci fadunku w osrodku. Po
prawej stronie wyrazamy liniowg polaryzacje przez pole elektryczne i podatno$¢ i grupujemy
z ostatnim wyrazem. Dostajemy w ten spos6b

2
V2E = ZE+ o™, (6.19)

gdzie wprowadziliSmy wspoéiczynnik zatamania n = /1 + y. OczywiScie pod nieobecnos$¢ pola-
ryzacji nieliniowej jest to r6wnanie falowe dla osrodka dielektrycznego o wspétczynniku zata-
mania 7.

Generacja stanu $cieSnionego w procesie wzmocnienia parametrycznego

Od tego momentu bedziemy dla uproszczenia zakladac, ze pole ma ustalong polaryzacje li-
niowa, i pominiemy zapis wektorowy. Rozwazamy osrodek nieliniowy, w ktérym propaguje silna
wigzka (wigzkg pompujgcg) o czestosci 2w i amplitudzie &, oraz wigzka sygnatowa o czestosci
w iamplitudzie £,. W procesie nieliniowym nastepuje wymiana energii pomiedzy modami pola,
a wiec amplitudy poszczeg6lnych wigzek bedg sie zmieniaé. Przyjmijmy, ze wszystkie wigzki
propaguja w kierunku z. Interesujaca nas sktadowa pola ma wiec postac

E2(z,1) = E(z)e' R# 0D,

Zmiany amplitudy &(z) wystepuja na odleglo$ciach znacznie wigkszych od dtugosci fali. Ozna-
cza to, ze zmiana amplitudy pola na odlegtosci rownej dtugo$ci fali jest znacznie mniejsza od
wartosci tego natezenia, a wiec

d&
‘ dzsﬂ < |&|.

Poniewaz A = 27/ k, mozna to zapisac jako

< | k&

’s
dz

Rézniczkujac po z mamy stad

d?&, da€

k—=2]. 6.20

dz? dz (6:20)
Wraz z polami &, i & w osrodku wystepujg réwniez pola o innych czestosciach (sumarycz-

nych i r6znicowych). Réwnanie (6.19) musi by¢ spelnione dla kazdej z tych sktadowych Fourie-

rowskich z osobna. Zapiszemy je dla pola o czestoSci w i amplitudzie &, (czyli dla interesuja-

cej nas wigzki sygnatowej), a konkretnie dla sktadowej tego pola o czesto$ci dodatniej. Réwna-

nie (6.19) dla wigzki sygnalowej mozna zapisa¢ w postaci

<

de. d*€ . n? . .
2 . S s | Jilksz—wi) 2 i(kgz—wt) (NL)
—ksé’s+21ks—z +—Z2 e = ——Czw Ee +ugP .
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Wobec réwnania (6.20) zaniedbujemy ostatni wyraz w nawiasie po lewej stronie. Zauwazamy
ponadto, ze w oSrodku o wspétczynniku zatamania 7 relacja dyspersyjna ma postaé w = k,c/n,
a wiec pierwszy wyraz po lewej stronie znosi si¢ z pierwszym wyrazem po prawej. Dostajemy
ostatecznie rOwnanie propagacji

d€ 1 .

2inw——= = —pNb, (6.21)

dz ce
gdzie po lewej stronie podstawilismy k, = nw/c, a po prawej u, = 1/(€yc?). Przyjmijmy, ze w
rozwazanym osrodku wystepuje nieliniowo$¢ drugiego rzedu, a wiec

. . 2
PNY —¢ v, (Epe’(kpz‘z‘”” +&e! k70D e+ ) )

Po prawej stronie pominieto nieistotne sktadowe Fourierowskie pola. Ze wszystkich sktadnikow.
ktére pojawiq sie po prawej stronie tego rOwnania, interesuja nas tylko wyrazy o czestosci w
(takiej jak po lewej stronie réwnania). Jest tylko jeden taki wyraz, mianowicie £,&; e' %o~ %)2=1],
Przyjmijmy, Ze pola &, i & spelniajg warunek zgodnosci fazy®, a wiec 2k, = k. Podstawiajac do
réwnania (6.21) i upraszczajac czynnik falowy dostajemy

A, i

—_— = — EET. 6.22
dz Zrzcw)(2 pTs (6.22)

Przyjmijmy, ze faza pola wiazki pompujacej wynosi +7/2, czyli £, = +il&| i oznaczmy
wl&lx2/2nc) = y > 0. Ubytek energii wigzki pompujacej jest zaniedbywalny, wiec jej
amplituda jest stata i wspétczynnik y mozna uwazac za staty. Zespolong amplitude wigzki
sygnatlowej rozktadamy na amplitudy kwadratur, & = W +ie® i po podstawieniu do
rownania (6.22) przyrOwnujemy czesci rzeczywiste i urojone. Dostajemy

&) ©)
d;'s _ FyeW, dss )
z z

Widag, ze dla fazy wigzki pompujacej rownej /2 (gérny znak) pierwsza kwadratura jest thumio-
na, a druga narasta, natomiast dla fazy —n/2 jest odwrotnie. Poniewaz bezwymiarowe amplitudy

AX2 = 2In2
Y
y— In2
¥
/(Z \\ -~
m _
\‘V %/ \J X
Rys. 6.9. Ewolucja stanu prézni (szary) i stanu kohe- \
rentnego (niebieski) wzaleznoSci od drogi propagacji w
krysztale nieliniowym w procesie optycznego wzmoc-
nienia parametrycznego.

3 W rzeczywistosci krysztal ma pewna dyspersje, wiec dla pél o czestosciach w i 2w warunek taki w ogélnosci
nie zachodzi (fala o podwojonej liczbie falowej nie bedzie miata podwojonej czestosci). Mozna go speni¢ tylko
przy okres$lonych kierunkach propagacji i polaryzacjach, wykorzystujac dwéjtomnos¢ krysztatu. Zgodnos¢ fazowa
wystepuje w danej geometrii tylko dla jednej czestoSci, stad wlasnie mozna sensownie rozwazac jedynie pola o
czestosciach w i 2w.
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kwadratur wigzki sygnatowej X; , sg proporcjonalne do amplitud 55(1’2), mozemy rozwigzanie
otrzymanych réwnan zapisa¢ w postaci

X,(2) = X;(00e™%,  X,(2) = X,(0)e™">.
Srednie wartosci kwadrartur zmieniaja sie wzdtuz drogi propagacji w taki sam sposéb:
(X1(2)) = (X, (0)e™%, (X,(2)) = (X,(0))e™7%.
Podobnie zmieniajg sie fluktuacje:
(AX(2) = (X7 (2)) = (X1 (2)) = (X7 (0)e¥2T%) — (X; (0)eTT%)? = eT2V#(A X, (0))

oraz, analogicznie,
(AX,(2)* = €517 (AX,(0))%

Wida¢ wiec, ze poczatkowy stan wiazki sygnatowej ulega $ciesnieniu w jednej z kwadratur®. W
szczeg6lnym przypadku, gdy pole sygnatowe jest w stanie prézni, jego Srednia pozostaje zerowa
natomiast fluktuacje jednej z kwadratur ulegaja redukcji; otrzymujemy wiec $cieSniong proznie.
Ewolucja stanu koherentnego i stanu pr6zni w omawianym procesie nieliniowym zilustrowana
jest na rysunku 6.9.

6.3.4. Stany $cie$nione — realizacja eksperymentalna

Rysunek 6.10 przedstawia przyktad uktadu eksperymentalnego, w ktérym zrealizowano ge-
neracje i detekcje stanéw $cie$nionych®. W optyce nie jest praktycznie mozliwa realizacja rze-
czywiscie lokalnego oscylatora, tzn. ukladu generujacego wiazke optyczng o zadanej czestoSci i
ustalonej relacji fazowej z wigzka sygnatowa. W realizacji eksperymentalnej obie wigzki musza
pochodzi¢ z tego samego Zrédia (lasera). W uktadzie na rysunku 6.10 uzyto lasera z rezonato-
rem pierscieniowym (zielony blok na schemacie), w ktérym o$rodkiem aktywnym jest Nd:YAG
(krysztal granatu itrowo-aluminiowego domieszkowany neodymem, powszechnie uzywany w
laserach), a rezonator tworzg cztery lustra, z ktérych jedno ma niezerowy wspétczynnik trans-
misji umozliwiajacy emisje wigzki laserowej z uktadu.

Laser z rezonatorem pierscieniowym
. 4

N,

krysztat
A []nieliniowy
1 BagNaNb5015
—
o
osrodek aktywny
Nd:YAG Yy
4.
Rys. 6.10. Uklad do wytwarzania i detekcji $wiatla 7016
P O MGO:NaNbO3
Scie§nionego w parametrycznym procesie nieliniowym
drugiego rzedu. Czerwone i niebieskie linie wskazuja ggéyf;trg
bieg wigzek o czestosci, odpowiednio, w i 2w. Ze sche- param)étryczny detektor 1
matu usunieto elementy nieistotne dla naszej dyskus;ji. S

Adaptacja rysunku z artykutu L. A. Wu et al., Phys. Rev.

detektor 2
Lett. 57, 2520 (1986). etextor

4 Dla dowolnego wyboru fazy $cie$nianie nastepowatoby w pewnej ,,obréconej” kwadraturze, bedacej liniowa
kombinacja bazowych kwadratur X i X,, jak wspomniano w rozdziale 6.3.1.
5 L.A. Wu et al., Phys. Rev. Lett. 57, 2520 (1986)
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Rys. 6.11. Wynik pomiaru mocy szumu w zaleznosci od
wyboru kwadratury (fazy lokalnego oscylatora) w ukta-
dzie z poprzedniego rysunku. Linia przerywana ozna-
cza poziom szumu Srutowego (préznia na wejsciu sy-
gnalowym). Zr()dio: L. A. Wu et al., Phys. Rev. Lett. 57, oy S 0 /I SRS e
2520 (1986). ©American Physical Society. 9

Scie$niona wiazka sygnalowa ma czesto$¢ obnizona o polowe w stosunku do wiazki pompu-
jacej, a lokalny oscylator w ukladzie detekcji homodynowej, ktéry musi by¢ silng wigzka lasero-
wag, ma miec czestos¢ takg sama jak wigzka sygnatowa. Tymczasem, gdyby uzy¢ jednej wiazki la-
serowej jako pompujacej i jako lokalnego oscylatora, to czesto$ci lokalnego oscylatora i sygnatu
bytyby oczywiscie r6zne. Rozwigzuje si¢ to w ten sposob, ze do pompowania procesu wzmoc-
nienia parametrycznego uzywa si¢ wigzki o podwojonej czestosci, ktora jest zgodna fazowo z
wigzka, ktéra ma odgrywac role lokalnego oscylatora. W tym celu w rezonatorze pierscienio-
wym lasera umieszcza si¢ nieliniowy krysztal Ba,NaNb;0,5, w ktérym nastepuje podwojenie
czestosci. Na rysunku 6.10 wiazki o czestosci wigzki sygnatowej (w) oznaczono na czerwono, a
wigzki o czestoSci wigzki pompujacej (2w) — na niebiesko. W eksperymencie byty to wigzki o
dtugosci fali 1,06 pym i 0,53 pum. Wigzka o czestosci w jest nastepnie prowadzona poprzez ele-
ment op6zniajacy (wydtuzajacy droge optyczng) w postaci przesuwanego lustra, oznaczonego
01 o, ktéry pozwala regulowac faze wigzki.

Wigzka o podwojonej czestoSci uzyta jest do pompowania optycznego oscylatora
parametrycznego (r6zowa ramka na schemacie), w ktérym analizowany przez nas powyzej
proces wzmocnienia parametrycznego zachodzi w krysztale nieliniowym MgO:LiNbO;
(niobian litu domieszkowany tlenkiem azotu) w rezonatorze optycznym, ktéry dziata jak laser,
w ktérym pompowanie modu laserowego nastepuje przez proces nieliniowy, a nie w wyniku
inwersji obsadzen.. Generacja stanéw S$cieSnionych jest zreszta jednym ze standardowych
zastosowan optycznych oscylatoré6w parametrycznych.

Powstata w oscylatorze parametrycznym wigzka sygnatowa interferuje z wigzka lokalnego
oscylatora na dzielniku wigzki, ktéry jest cze$cig uktadu detekcji (kolor biekitny na schemacie)
omawianego juz wczesnie;j.

Wynik pomiaru dokonanego w tym ukladzie przedstawiony jest na rysunku 6.11. Jak widac,
dla jednej z kwadratur, wybranej poprzez odpowiedni dobér fazy lokalnego oscylatora, mierzo-
ny poziom szumu jest ponizej wartosci prozniowe;j.

Generowanie Swiatla ScieSnionego mozliwe jest tez w procesach nielinowych trzeciego rze-
du, ktérych nie bedziemy tu omawia¢ szczegétowo. Wynik pomiaru przedstawiony na rysun-
ku 6.8 pochodzi wlasnie z takiego eksperymentu.

6.3.5. Stany Sciesnione amplitudowo i fazowo

Poza $cie$Snianiem kwadraturowym formalnie mozliwe jest tez ScieSnianie amplitudowe,
czyli redukcja fluktuacji liczby fotonéw ponizej warto$ci An = n charakterystycznej dla stanu
koherentnego, oraz $cie$nianie fazowe, czyli redukcja fluktuacji fazy. Graficzne reprezentacje
takich stanéw przedstawione sa na rysunku 6.12. Scie$nienie amplitudowe powoduje
zwigkszenie fluktuacji fazy, a ScieSnienie fazowe — zwiekszenie fluktuacji liczby fotonow. W
przypadku Sciesniania amplitudowego mamy po prostu do czynienia ze stanami o statystyce
pod-Poissonowskiej, ktére omawialiSmy juz w rozdziale 4. Stanéw $ciesnionych fazowo nie
udato sie dotad zaobserwowac eksperymentalnie.
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Rys. 6.12. Stan $cieSniony fazowo (A) i amplitudowo (B).



Rozdziat

7 Kwantowa granica rozdzielczo$ci interferometrii

W tym rozdziale pokazemy, ze fluktuacje pr6zni (szum $rutowy) definiujg ograniczenie roz-
dzielczo$ci standardowej interferometrii (pierwszego rzedu), ktére mozna pokonac stosujac sta-
ny Scie$nione. Nie jest to zagadnienie czysto akademickie: w ostatnim czasie technika interfe-
rometrii z wykorzystaniem $cieSnionej prozni zostala wykorzystana do detekcji fal grawitacyj-
nych!. Tu oméwimy najpierw najprostszy schemat pomiaru interferometrycznego w uktadzie
interferometru Macha-Zendera i zdefiniujemy pojecia czutosci i rozdzielczosci takiego pomia-
ru. Nastepnie zbadamy wptyw szumu na rozdzielczo$¢ interferometru i wykazemy, Ze na funda-
mentalnym poziomie (czyli pomijajgc techniczne niedoskonatos$ci uktadu) pochodzi on z fluk-
tuacji jednej z kwadratur prézni na klasycznie , nieuzywanym” porcie wejSciowym interferome-
tru.

Prosty pomiar interferometryczny

Celem pomiaru jest wyznaczenie bardzo matego przesunigcia fazowego wigzki, ktére moze
by¢ zwigzane z niewielkg zmiang wspotczynnika zaltamania, nieznaczng zmiang drogi geome-
trycznej (np. zwigzanej z nieréwno$cig powierzchni, od ktérej odbija sie Swiatto), albo modu-
lacjgq wlasno$ci metrycznych czasoprzestrzeni przez przebiegajaca fale grawitacyjna. Faza nie
jest jednak obserwowana bezposrednio, a w optyce kwantowej nie odpowiada jej nawet wprost
obserwabla. Techniki interferometryczne polegajgq wiec na konwersji przesunigcia fazowego na
sygnal natezeniowy poprzez interferencje wiazki o przesunietej fazie z wigzkg odniesienia.

Przyktad takiego uktadu pomiarowego przedstawia rysunek 7.1. W tym przypadku wykorzy-
stano interferometr Macha-Zendera, w ktérym badane przesuniecie fazy wystepuje w jednym
z ramion (blok z oznaczeniem 0). Sygnatem pomiarowym jest r6znica fotopragdéw z detektorow
umieszczonych w portach wyjSciowych, proporcjonalna do réznicy natezen wigzek wychodza-
cych (jest to schemat detekcji zrownowazonej, znany nam juz z rozdzialu 4.4).

W klasycznym podej$ciu na jedno z wejs¢ interferometru (u nas wejscie 1) pada wigzka la-
serowa, podczas gdy drugie wejScie nie jest wykorzystywane. Propagacje wiazki opisuje rysu-
nek 7.2. Przy przejéciu wigzek przez dzielniki wigzki dwukrotnie stosujemy reguty (2.6a) i (2.6b)

miaru przesuniecia fazowego wykorzystujg- BS
cy interferometr Macha-Zendera i schemat
pomiaru zrOwnowazonego. Mierzone prze-
suniecie fazy ma miejsce w gérnym ramie-
niu interferometru. Na rysunku zdefiniowa- _1_

no numeracje wejsS¢ i wyjsc interferometru. BS M

M 4 °
. a0 DE
Rys. 7.1. Uklad do interferometrycznego po- 4 3 J

L patrz artykuly M. Tse et al. Phys. Rev. Lett. 123, 231107 (2019) oraz E Acernese et al. (Virgo Collaboration)
Phys. Rev. Lett. 123, 231108 (2019). Dostepne jest rowniez omOwienie na bardziej popularnym poziomie.


https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.123.231107
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.123.231108
https://physics.aps.org/articles/v12/139
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54 = %51 (Gw — 1)

M Lgl 6i0 A
0 V2 =(€3 = %51 <€m + 1)
BS
1 1
vih Vit
Rys. 7.2. Propagacja pola z portu wejsciowe- €1,
go 1 w interferometrze Macha-Zendera. BS %51 M

orazrelacje (2.8), wybierajac ¢ = ¢;, = P, = 0, oraz ¢,, = 7. W jednym z ramion wigzka doznaje
przesuniecia fazowego, co w naszym zapisie zespolonym odpowiada dodatkowemu czynnikowi
fazowemu e’®. Prosta analiza polegajaca na zastosowaniu réwnania (2.8) kolejno do kazdego
interferometru prowadzi do amplitud pdl na portach wyjSciowych jak na rysunku 7.2 (wejSciem
»1” jest zawsze wejscie po lewej stronie, a wejsciem ,,2” — wejScie od dotu). Natezenia wigzek na

wyj$ciach wynosza wiec
0 0
@zggzﬁaaﬁg, Q:qqzqagﬁ5
skad otrzymujemy sygnat wyjSciowy
I_=13-1,=& & cosb = I, cosb, (7.1)

gdzie I, = £]°€) jest natezeniem wiazki wejSciowe;.

W analizie pomiaru kluczowe sa dwa pojecia: czutosci (ang. sensitivity) i rozdzielczo$ci (ang.
resolution). Przez czulo$¢ przyrzadu rozumiemy zmiang sygnatu w stosunku do zmiany wielko-
§ci mierzonej. W naszym przypadku

d I
do —
Poza wzrostem czutosci wraz z mocg wiazki (ktéra jest z r6znych wzgledéw ograniczona), czu-
tos¢ zalezy od warto$ci przesuniecia fazowego, przy ktérym prowadzimy eksperyment. Jak wi-
dac, aby uzyskac najwyzszqg czulo$¢ dostepna przy danej mocy wigzki, nalezy ustawi¢ w interfe-
rometrze 0 = +7/2 (np. poprzez wydluzenie jednego z ramion o ¢wier¢ dtugosci fali) i mierzyc
przesuniecie fazy wzgledem tego wstepnego ustawienia. Wybierzmy znak ,—”, a wiec

S0) = = I, |sin0|.

0=-=2150,
2

gdzie 50 jest mierzonym przesunieciem fazy. Interesuje nas pomiar bardzo matych przesuniec
fazowych, a wiec 60 <« 1, stad

cos0=80+0[(60)°] i sinf=-1+0[©B6)?]. (7.2)

W tym zakresie mamy wiec I_ = 1,60, a wiec sygnat jest proporcjonalny do mierzonego przesu-
niecia fazowego.

Rozdzielczo$¢ przyrzadu to z kolei najmniejsza warto$¢ mierzonej wielko$ci, jaka mozna
jeszcze odréznic¢ od szumu. Typowa sytuacje eksperymentalng (nie tylko w omawianym to eks-
perymencie) przedstawia rysunek 7.3. Kluczowg role odgrywa sktadowa szumu, ktéra jest nie-
zalezna od warto$ci mierzonej wielkosci. Wobec proporcjonalno$ci sygnatu (tu I_) do wielkoSci
mierzonej (tu 660), przy pewnej warto$ci tej wielkoSci warto$c¢ sygnatu (czerwona linia na rysun-
ku) staje sie mniejsza od Sredniej amplitudy szumu (czarna przerywana linia) i pomiar staje sie
niemozliwy. Te najmniejszg wartos$¢, jaka jeszcze mozna zmierzy¢, oznaczong tu 660,,;,, nazywa-
my wlasnie rozdzielczo$cig przyrzadu. Wykazemy teraz, ze kwantowe fluktuacje pola prowadzg
do pojawienia si¢ pewnego fundamentalnego poziomu szumu, a wiec wyznaczaja granice roz-
dzielczo$ci pomiaru interferometrycznego.



7.2. Standardowa granica kwantowa w interferometrii

Rys. 7.3. Rozdzielczo$¢ pomiaru przesunie-
cia fazowego. Szara linia przedstawia szum.
Czarna na przerywana linia wskazuje war-
to$¢ $rednia szumu. Czerwona linia to sy-
gnal urzadzenia pomiarowego (/_) w zalez-
nos$ci od mierzonej wielko$ci (60). Zaznaczo-
no najmniejsza mierzalng wartos¢, czyli roz-
dzielczo$¢ pomiaru, 60,,;,. o

N |
emin o0

Standardowa granica kwantowa w interferometrii

Jak widzieliSmy w rozdziale 4, z samej kwantowej (fononowej) natury §wiatta wynika pe-
wien fundamentalny poziom szumu w sygnale fotodetekcji (szum Srutowy) bedacy przejawem
kwantowych fluktuacji pola. Zbadamy teraz wplyw r6znych skladowych takich fluktuacji pél
na wejSciach interferometru na poziom szumu pojawiajacego sie na wyjsciu z uktadu detekcji
zrownowazonej. W §wietle dyskusji z poprzedniego rozdziatu interesuje nas szum niezalezny od
warto$ci przesuniecia fazy.

Mozna by naiwnie oczekiwac, ze Zrédlem szumu w sygnale pomiarowym sg fluktuacje wigzki
uzytej w pomiarze interferometrycznym. Przekonajmy sie, ze tak nie jest. Zapiszmy pole na wej-
$ciu interferometru w postaci £, = £, + A&;, gdzie £, jest wartoscia $rednia, a AE; — fluktuacja,
przy czym (AE;) = 0. Wtedy (€7AE) = ET(AE)) =0, awiec &, = EFE,; + (AE] AE)), a sygnal —
zgodnie z r6wnaniem (7.1) — nadal jest proporcjonalny do 68, z nieznacznie zmodyfikowanym
wspoélczynnikiem. Zwr6émy przy tym uwage, ze &, jest silnym polem koherentnym, a A€, jest
fluktuacjq pola w takim stanie, ktdra jest taka sama jak fluktuacja pola w stanie prézni, a wiec
niemiernie mata. Poprawka zwigzana z fluktuacjami jest wiec zaniedbywalna.

A(€4 = %52 (762'0 — 1)

M o L52 eiﬁ
AT oy
BS
1
Leg,
1 V2
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Rys. 7.4. Propagacja pola z portu wejsciowe-
go 2 w interferometrze Macha-Zendera. te, & M

Zobaczmy teraz, ze istotna sktadowa szumu pochodzi z drugiego portu wejSciowego interfe-
rometru. Z klasycznego punktu widzenia jest on nieuzywany. W jezyku kwantowym oznacza to,
ze pole na tym wejSciu jest w stanie prozni. Wiemy jednak, ze pole elektryczne w stanie prozni
nie jest zerowe ze wzgledu na fluktuacje prézni. Aby zbada¢ wptyw fluktuacji prézni na dru-
gim porcie wejSciowym interferometru, a takze umozliwi¢ sobie analize sytuacji w przypadku
ogolniejszych p6l na tym wejsciu, zbadajmy propagacje pola z tego wejscia przez interferometr
Macha-Zendera. Wynik analizy przedstawiony jest na rysunku 7.4. Zgodnie z zasadg superpozy-
cji, Iaczne pole na wyjsciach, w obecnosci p6l na obu wejsciach interferometru, réwne jet sumie
odpowiednich pdl z rysunku 7.2 i rysunku 7.4. Po prostych algebraicznych przeksztatceniach
mamy wiec

. 0 0 ; 0
&= 012 & cos- — i& sing] ) &= e!02 [ié’l sing -& cos— |- (7.3)

= af (B
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Natezenia wigzek na wyjSciach wynosza wiec
0 0 0 0
E3E3=EE, cos? >t £ &, sin’ >t 2Rei& &) sinE cos >,
0 0 0 0
EyEy=EFE sin® >t 5 &, cos® >t 2Rei& &5 sinE c0s 3.

Korzystajac z tozsamosci trygonometrycznych oraz z przyblizeri danych réwnaniem (7.2) dla
matych przesuniec fazy znajdujemy

E1E,—E1E = (€16, —EFE,) 00 +2Re & E; . (7.4)

Widzimy, ze warto$¢ sygnatu ré6znicowego na wyjsciu interferometru rozklada si¢ na sktadowgq
proporcjonalng do wielko$ci mierzonej (sygnat) i sktadowa niezalezng od wielkoSci mierzonej
(szumy.

Zacznijmy od analizy sygnalu. W optyce kwantowej nieuniknione sg fluktuacje wielkosci fi-
zycznych (zwigzane z kwantowymi nieoznaczono$ciami obserwabli), wigec mierzone wielko$ci
zawsze wyrazaja sie przez Srednie. Sygnal pomiarowy rowny jest

a wiec fluktuujace pole na drugim wejsSciu obniza czuto$¢ przyrzadu. Jesli jednak pole &, jest w
stanie prozni, a na pierwszym wejéciu mamy silne pole koherentne, to (£, &,) < (£;&)) = €12,
wiec wptyw fluktuacji prézni na czulosc jest znowu zaniedbywalny.

Zajmijmy sie teraz wplywem fluktuacji pola & na czulo$¢ analizowanego przyrzadu.
W ostatnim wyrazeniu po prawej stronie rOéwnania (7.4), opisujacym szum, piszemy
&&= = (& + A&))ES . Ograniczymy sie tu do pol £, o zerowej Sredniej (np. proznia, ScieSniona
proznla) i zaktadamy, Ze fluktuacje pola na pierwszym wejsciu sg niezalezne od pola na drugim
wejsciu?, czyli (AEE)) =0, awiec (£,E5) = (& Ey) = &1(&)) = 0 i Srednia warto$¢ szumu jest
zerowa, czyli mamy do czynienia z typowymi ﬂuktuacjami wokot zerowej wartoSci Sredniej.
Poniewaz istotne mogg byc¢ jedynie réznice faz, mozemy dowolnie ustali¢ faz¢ koherentnego
pola £,. Przyjmijmy wiec, ze £, € R. Miara poziomu szumu, ktéry mamy wyznaczy¢, jest
odchylenie standardowe niezaleznej od 060 sktadowej sygnalu detekcji (ostatni wyraz w
roéwnaniu (7.4) i linia przerywana na rysunku 7.3), ktéra wobec zerowej warto$ci Sredniej réwna
jest

1/2
A(2Rei€ &) = |{(2Rei& &) ) - (2Reig &5 )] e <(2Re i515;)2> =28, <(Im82*)2>1/2,
(7.6)
gdzie pomineliSmy fluktuacje pola &;, ktore sg zaniedbywalne w poréwnaniu z jego wartoscia
$rednia.

Dalszg dyskusje wygodnie jest prowadzi¢ w jezyku bezwymiarowych amplitud kwadratur.
Zespolong amplitude pola £, rozkladamy na cze$c¢ rzeczywistq i zespolong ktére sg odpowiednio
proporcjonalne do amplitud kwadratur (rozdz. 2.1), a wigc takze do bezwymiarowych kwadratur
X, 1X, (rozdzial 6.1),

Re& =6)X, ),  Imé& =&)X, ,.

Tu pierwszy indeks numeruje pole a drugi kwadrature, natomiast &, jest wspétczynnikiem pro-
porcjonalnosci ztozonym ze statych fizycznych oraz czestosci, jak w rozdziale 6.3.2. Moc wigzki
wynosi oczywiscie £5 &, = £§(X5 | + X ,). Poniewaz zatozylismy, ze & jest polem koherentnym
o fazie 0, mamy E’l = goa = g’olal, bo a =|ale'?, a ¢=0.

2 W ten sposéb wykluczamy mozliwo$é, ze na tych wejsciach pojawia sie splatane fotony, co prowadzitoby do
niezwykle ciekawej teorii interferometrii na stanach splatanych, ktéra niestety nie miesci sie w zakresie tego kursu.

= aﬁ@



7.3. Interferometria na stanach $cieSnionych

Teraz mozemy wyznaczyc rozdzielczo$¢ 60,,;, z warunku I_(60,,,;,) = A(2Re i€ &), czyli
_ 172 1/2

o 28, ((im&;)*) 2lal (X2, )
TG (&) ar- (X3, +XE,)

gdzie ponownie pomineliSmy fluktuacje pola &£;. W standardowym przypadku pole na porcie
wejéciowym 2 jest w stanie prozni. Wtedy (X3 ) = (X3,) = 1/4 < |al* i

(7.7)

1 1
00 in = — (standardowa granica kwantowa),

lal  Va
gdzie 7 = |a/? jest $rednia liczba fotonéw stanie a (w jakim§ ustalonym segmencie wigzki).
Dla silnych pdl obowigzuje spodziewamy sie jednak ograniczenia relacjg nieoznaczono$ci
A¢pAn 2 1, a nieoznaczono$c liczby fotonéw dla odpowiednio dobranego stanu pola moze by¢
rzedu Sredniej liczby fotonéw 7. Z fundamentalnego punktu widzenia powinno sie wiec da¢
wyznaczy¢ faze z doktadnoscia do ~ 1/7, a wiec znacznie doktadniej niz ~ 1/v/7. Réwnanie
(7.7) wskazuje, jak nalezy to zrobi¢: skoro rozdzielczo§¢ pomiaru jest ograniczona szumem
tylko jednej kwadratury prézni na drugim wejsciu, to zapewne nalezy prébowac te kwadrature
$cies$nic.

Interferometria na stanach $ciesnionych

ZnajdZzmy najwyzsza rozdzielczo§¢ omawianego pomiaru fazy, jakq mozna uzyskac przy wy-
korzystaniu pola &, w stanie $ciesnionej prézni. Scie$nienie drugiej kwadratury pola &, (czyli
tej jego sktadowej, ktora jest w kwadraturze z polem koherentnym &;) powoduje co prawda re-
dukcje szumu (licznik w réwnaniu (7.7)), co poczatkowo zmniejsza 60,,,;,,, @ wiec poprawia roz-
dzielczo$¢. Jednoczesnie jednak zmniejsza sie warto$¢ sygnalu (mianownik w réwnaniu (7.7)).
Istotnie, dla stanu prézni $cie§nionej w drugiej kwadraturze o czynnik e™" (rozdzial 6.3.3) mamy

<X22’1> = }Lezr, <X22,2) = ie‘zr, stad <X§1 + X22)2> = %costh,
a poniewaz funkcja cosh 2r ro$nie (wyktadniczo) z argumentem r mianownik w réwnaniu (7.7)
dla do$¢ duzych r maleje do zera, a wiec 60,,,;,, — oo, co jest efektem dokladnie odwrotnym do
zamierzonego. Musimy wiec rozwigzac zagadnienie optymalizacji wspoiczynnika Scie$nienia.

Jak sie za moment okaze, optymalne $cie$nienie odpowiada wartosciom e’ ~ |a| > 1,
a wiec e?” > e~2". Uproéémy wiec rachunek od razu, zaniedbujac wyraz e 2", czyli piszac
cosh2r = €%7/2. WprowadZmy tez nowg zmienng x = 2|ale”". W tej zmiennej réwnianie (7.7)
opisujace rozdzielczo$¢ ma postac

1 X3

Omin = JlqE @1

Minimalizacja tej wielkosci wzgledem zmiennej x € (1,00) daje minimum w x = v/3, czyli
e’ = 2lal/v/3 > 1, Dla takiej wartoéci otrzymujemy najlepsza mozliwg do uzyskania
rozdzielczoSc¢ przy ustalonej mocy wiazki &,

3v3 _3v3

a2 4n

00 in = (granica Heisenberga).

Widzimy wiec, ze stosujac stany $cieSnione zamiast pr6zni na drugim wejsciu interferometru
otrzymujemy rozdzielczoS¢ ograniczong jedynie, z dokladnoScig do wspo6tczynnikow liczbo-
wych, fundamentalng relacja nieoznaczonosci (stad nazwa tego wyniku).

= aﬁ@
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Rozdziat

Stany wtasne liczby fotonow

W tym rozdziale om6wiona zostanie bardzo wazna klasa stanéw kwantowych pola jedno-
modowego: stany wlasne liczby fotonéw (ang. number states), nazywane tez stanami Foka (ang.
Fock states'. Stany te sa ortogonalne i tworza uktad zupelny, a wiec stanowia baze w przestrzeni
Hilberta stanéw pola. Cho¢ w tym wyktadzie pojawiajg sie¢ one do$¢ p6Zno, mozna je uwazac
za baze ,standardowq’: inne stany pola czesto charakteryzujemy poprzez podanie ich rozwinie-
cia na stany Foka. Jest tak dlatego, ze stany te zwigzane sg bezpoSrednio z bozonowg algebra
operatorow kreacji i anihilacji, wiec bezposrednio odnoszg sie do standardowego formalizmu
uktadow wielu czastek (tzw. drugiego kwantowania), powszechnie wykorzystywanego w wielu
dziedzinach fizyki.

Operatory kreacji i anihilacji

W rozdziale 6.1 wskazaliSmy na formalng analogie pomiedzy polem jednomodowym a jed-
nowymiarowym oscylatorem harmonicznym. Tu rozwiniemy te analogie i rozszerzymy jq na
operatory drabinkowe, uzywane przy rozwigzywaniu zagadnienia oscylatora harmonicznego
metoda operatoroqu.

W teorii oscylatora harmonicznego definiuje sie operatory

1
a=—(mwx+ip,), aT:—(mwx—i ). (8.1)
2mhw Px Vv2mhw Px
Operatory a i a' nie komutuja:
(a,a'] = L (mimwlx, p,] +imolp,, x1).
’ 2mhw TP x

Korzystajac z kanonicznej relacji komutacji [x, p, ] = i/i dostajemy

la,a’]1=1, 8.2)

a wiec bozonowag regute komutacji.
Odwracajac relacje (8.1) znajdujemy

xX= i(a+aT) =—i mhw(a—a*)
\ 2mow ’ Px= 2 '

Hamiltonian oscylatora harmonicznego wyrazony poprzez operatory a i a' ma postaé

1
H=Hho (a*a+ E)’ (8.3)

ktéra uzyskujemy ze standardowej postaci H = p2/(2m) + mw?x*/2 przez proste podstawienie,
uwazajac na kolejnoé¢ nieprzemiennych operatoréw a i a' i korzystajac z relacji komutacji (8.2).

1 Zwré¢ uwage na réznice w transkrypcji rosyjskiego nazwiska.
2 Patrz np. L. Marchildon, Quantum Mechanics, rozdz. 5.7 (gdzie operatory te oznaczone sg wielkimi literami).
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Analogiczne definicje przyjmujemy dla pola jednomodowego, kltadac jedynie formalnie
m = 1 oraz zastepujac x — ¢, p, — p, jak w rozdziale 6.1. R6wnania (8.2) i (8.3) pozostaja
spetnione. Pojawia sie jeszcze jedna wazna relacja, wigzaca operatory a i a' z operatorami
kwadratur. Poniewaz X; = vw/(2h)q i X, = p/v2hw, to

_a+aT X_a—a*
1= 9 27 2f

(8.4)

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze reguty komutacji (6.13) i (8.2) sg rOwnowazne.

Spodziewamy sig, Ze energia pola jednomodowego powinna by¢ suma energii prézni fiw/2
(rozdzial 6.2) i energii fotondw, z ktérych kazdy ma energie 7iw. Stan o ustalonej liczbie fotonéw
n ma wiec ustalong energie E,, = hiw(n + 1/2). W zestawieniu z postacia hamiltonianu z réwna-
nia (8.3), pozwala to zinterpretowaé operator a'a jako operator liczby fotonéw. Wprowadzmy
oznaczenie

A

n=a'a (operator liczby fotonow).

Aby ta interpretacja miata sens, wypada jednak formalnie wykazac¢, ze operator ten nie ma ujem-
nych albo niecatkowitych warto$ci wtasnych. Przejdziemy do tego za moment.

Jak widzimy, Hamiltonian wyraza sie przez operatory a i a'. Zreszta kazdy operator mozna
wyrazi¢ przez te operatory. Musimy wiec zbadac algebre tych operatoréw, ktéra okazuje sie cat-
kowicie okre$lona przez ich relacje komutacji. Pozwoli nam to scharakteryzowac operator 7 i
opisa¢ jego widmo, co automatycznie oznacza znajomo$é widma energii’.

Zauwazmy na poczatek, zZe operator 72 = a'a jest hermitowski, jego stany tworza wiec
baze w przestrzeni Hilberta. Nie moze on mie¢ ujemnych wartosci wlasnych, bo wtedy
mialby ujemna $rednia w pewnym stanie (konkretnie w stanie wlasnym nalezacym do
ujemnej wartos$ci wlasnej). A tymczasem, dla dowolnego stanu |¥), albo a|¥) = 0 i wtedy
oczywiscie (y|n|y) = (WldeW) = 0, albo a|¥) = |®) jest wektorem z przestrzeni Hilberta
i (PInl¥) = (D|D) > 0. Jesli a|¥V) = 0, to taki stan |¥) nazywamy préznig i oznaczamy |0).
Zakltadamy tu, ze stan prozni jest jedyny. Jest on oczywiscie stanem wlasnym 7 nalezacym do
wartoS$ci wlasnej 0, a wigc automatycznie stanem wlasnym hamiltonianu o energii E, = hiw/2.
Spostrzezenie to jest spdjne z wnioskami z rozdziatu 6.2; jest to w istocie ten sam stan prézni
(czyli jest on szczeg6lnym stanem koherentnym i jednocze$nie stanem o okreslonej liczbie
fotonow, rownej 0).

Niech teraz |n) bedzie stanem wtasnym 7 o wartosci wlasnej n > 0. Pokazemy, ze a|n) tezjest
stanem wtasnym. Istotnie, jesli 71|n) = n|n), to — korzystajac z regul komutacji (8.2) — mozemy
napisac

falny) = a'aaln) = (aa’ - Daln) = anln) — aln) = (n—1)(aln),

awiec a|n) jest istotnie stanem wlasnym i nalezy do warto$ci wtasnej n—1. Te procedure mozna
iterowac, generujac stany wlasne o coraz mniejszych warto$ciach wlasnych, r6znigcych sie o 1:
n,n—1,n-2,....azdojdziemy do wartosci ujemnych, ktére — jak juz wiemy — nie moga sie poja-
wil. Jedyna sytuacja, w ktorej tak si¢ nie dzieje, to pojawienie si¢ stanu prézni w ktorejs iteracji:
al0) = 0 i dalsza iteracja nie generuje zadnych wektoréw stanu, ktére nalezatyby do ujemnych
warto$ci wlasnych. To oznacza, ze cigg wartosci wltasnych n,n—1, n—2,... zawiera liczbe 0, a wiec
n musi by¢ liczba naturalna. Potwierdza to nasza interpretacje stanu |n) jako stanu o n fotonach.

Zauwazmy jeszcze, ze stan |®) = a|n) nie jest poprawnie unormowany. Istotnie,

(D|D) = (nIaJraIm =n{(n|n) = n.

3 Wyprowadzone tu fakty sa zapewne oczywiste dla studentéw zaznajomionych z podstawami formalizmu
uktadéw wielu czastek (bozonéw). Czesé z nich pojawita sie zapewne takze w ramach kursu mechaniki kwantowe;j.
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8.1. Operatory kreacji i anihilacji

Wobec tego unormowanym stanem nalezacym do wartosci wlasnej n — 1, czyli stanem o n—1
fotonach, jest

1
|n—1) = —al|n).

vn
W analogiczny sposéb wykazujemy, ze stan a'|n) nalezy do wartosci wlasnej n + 1, a poprawnie
unormowanym stanem o n fotonach jest

[
In+1)=———a'|n).

vn+1

Mamy wiec reguly dziatania operatoréw aia':

alny=vnln-1), da'lny=vn+l|ln+1). (8.5)

Poniewaz stany |n) tworzg baze, rOwnania (8.5) w pelni definiujg dzialanie tych operatoréw
na przestrzeni Hilberta. W dziataniu na stany Foka (i tylko wtedy) operatory te, odpowiednio,
zmniejszaja i zwiekszaja liczbe fotondéw o 1. Stad ich nazwy: operator anihilacji (a) i operator
kreacji (a") fotonéw. W przypadku p6l wielomodowych dla kazdego modu pola istnieje taka pa-
ra operatorow.

Zauwazmy, ze drugie z rownan (8.5) pozwala nam zapisa¢ stan Foka |n) jako efekt
n-krotnego dzialania operatorem kreacji na stan pr6zni,

_a =Lty = L (at) =Lty = L (4t L (a)”
1 =a0), 12)=—a |1>—\/2_!(a) 0 13 =—za |2>—\@(a) 'O>"""">_m(“ 28|6(;>.

Scharakteryzujmy pole elektryczne $wiatla w stanie Foka. Po pierwsze, postugujac sie¢ row-
naniem (6.15) i rGwnaniami (8.4), mozemy zapisa¢ operator pola w postaci

B ‘ .
£.(z,1) = sinkz, /%—“"/ (ae7i +aTe’). 8.7)

Zauwazmy, korzystajac z r6wnan (8.5), ze
(nlaln) = (nlvVnln—1) =0,

bo stany Foka sg ortogonalne. Podobnie (nla’ln) = 0.2 tych wlasnosci oraz z réwnania (8.7)
wynika natychmiast, ze
(n|&,(r,H)|n) =0.

Srednia warto$é¢ pola jest zerowa, jednak pole nie moze znikaé tozsamos$ciowo, bo przeciez ener-
gia jest niezerowa. W istocie, Sredni kwadrat pola ma warto$¢

Aw . 2 .
<52(I‘, t)> — Sin2 kZ_V <a26—21wt+ aTa+ aaT + (aT) elet>.
€o

Poniewaz (n|a’ln) = {(nl(@)?ln) = 0 na mocy regul z réwnania (8.5), natomiast
(nlatalny = (n|iln) = ni(nlaa’|n) = (nlata+1n) = n+1, wiec
2w 1
(E%(r, 1)) =sin*kz—|n+ =],
€V 2

awiec faktycznie Sredni kwadrat pola jest proporcjonalny do gestoSci energii. W klasycznej opty-
ce pole, ktére ma nieznikajacg amplitude (i energie), lecz Srednia wartosc¢ jego natezenia w do-
wolnej chwili czasu wynosi 0, to pole chaotyczne, czyli pole o losowej fazie. Faktycznie, jesli faza
¢ jest ,,catkowicie losowa”, czyli ma jednorodny rozktad na przedziale [0,27), to Srednie nateze-
nie klasycznego pola &, cos(wt + ¢) = 0. Tak samo interpretujemy stan Foka — jako stan o nieze-
rowej amplitudzie pola, (w sensie sredniokwadratowym), ale o nieokres$lonej fazie.
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Rozdziat 8. Stany witasne liczby fotonéw

Stany koherentne raz jeszcze

Zacznijmy od podania nieco bardziej formalnej (i standardowej) definicji stanu koherentne-
go. Jest to mianowicie stan wlasny operatora anihilacji

ala) = ala) (stan koherentny), (8.8)

gdzie a jest liczba zespolong (operator anihilacji nie jest oczywiScie hermitowski, wiec jego war-
toSci wlasne sg w ogolnosci zespolone). SprawdZmy najpierw, ze taki stan faktycznie minimali-
zuje zasade nieoznaczonosci dla kwadratur i Ze obie te nieoznaczono$ci sg rowne, a wiec mamy
do czynienia z tymi samymi stanami, co w rozdziale 6 (obecna definicja jest SciS§le rownowazna
poprzedniej, ale dowod ,,w drugg strong” jest trudniejszy).

Rachunki na stanach koherentnych prowadzi sie w do$¢ schematyczny sposéb, korzystajac
z rownania definicyjnego (8.8) oraz rownania do niego sprzezonego,

(ala’ = (ala)’ = (ala* = a*(al.

To oznacza, ze potrafimy tatwo wyliczac elementy macierzowe normalnie uporzadkowanychilo-
czynow operatoréw kreacji i anihilacji, tzn. takich w ktérych operatory kreacji stojg na lewo od
operatorow anihilacji. Wtedy operatory anihilacji , dziatajg w prawo” zgodnie z r6wnaniem (8.8),
generujac potegi liczby «, a operatory kreacji ,dziatajg w lewo”, zgodnie z réwnaniem sprzezo-
nym, generujac potegi liczby a*.

Stosujac powyzszg praktyczng regule oraz réwnanie (8.4) znajdujemy dla stanu koherentne-
go
al a+a* a+a*

la) = {al 5 la) = 5 (ala) =Rea.

Tu nie ma problemoéw z uporzagdkowaniem, bo nie ma zadnych iloczynéw. W przypadku opera-
tora X12 konieczne jest przestawienie operatoréw przy uzyciu relacji komutacji (8.2),

a+
(alX;|la) ={a]

1
Xi=-
174

1

2 2
a2+(aT) +aa +a'al=- a2+(aT) +2ata+1

Teraz mamy juz posta¢ normalnie uporzadkowang i ostatni krok wykonujemy w zasadzie me-
chanicznie, zastepujac a — a i a’— a*:

1 2
(@|XTla) = " <a a’ + (aT) +2a'a+1

1
a> =2 [az +(a*) +2a" a+ 1] = (Rea)* +1/4.
Stad znajdujemy wariancje (kwadrat nieoznaczono$ci)
1
(AX)* =(X7)~(x)" = 7.

W identyczny spos6b wyliczamy

(X =(XE) - (%)’ = 7.
A wiec istotnie stany koherentne wedlug nowej definicji spetniaja definicje z rozdziatu 6.

Nowa, precyzyjna definicja pozwala nam tez powigza¢ stany koherentne zdefiniowane jako
minimalizujace nieoznaczono$¢ kwadratur (rozdziat 6 i obecny) z pojeciem Swiatla koherentne-
go z rozdziatu 4, czyli $wiatla o Poissonowskiej statystyce fotonéw. Przedstawmy stan koherent-
ny w bazie stanow Foka,

la) = chln), gdzie c, = (nla).



8.3. Kwantowa teoria eksperymentu HB&T i eksperyment HOM

Korzystajac z rownan (8.6) oraz (8.8) mamy

1 n a’
—=(0la"|a) = (0[a)

Modut wspétczynnika (0|a@) wyznaczamy z warunku unormowania,

¢, =(nla) =

al’l
Vn!

gdzie w ostatnim kroku rozpoznaliSmy rozwiniecie Taylora funkcji wyktadniczej. Z tego wynika,
ze [(0|a)| = e~ 1a/2, Dowolng faze stanu koherentnego ustala si¢ na mocy powszechnie stosowa-
nej konwencji, zgodnie z ktorg c¢,, € R, . Mamy wiec

2 2n )
1=(alay =Y |e,|* = [0l Py - |<0|a>|22% = [0l [?e®",

ay = e 112y 8.9)
n

an
—\n).
vn!
Zauwazmy, ze zgodnie z tym rozktadem, prawdopodobienistwo wystgpienia w stanie koherent-
nym 7 fotonéw réwne jest
_ 2 _|a|2|a|2n
pp=lca| =e —r

Jest to istotnie rozklad Poissona o Sredniej la|?.

Kwantowa teoria eksperymentu HB&T i eksperyment HOM

Dzielnik wigzki, stanowiacy centralng czesc interferometru Hanbury’ego Browna i Twissa,
ma dwa porty wejSciowe i dwa wyjsciowe (rysunek 8.1). Minimalny opis przejscia wiazki przez
dzielnik wymaga wiec wprowadzenia czterech par operatoréow a;, a}L, i=1,2,3,4, zktérych kaz-
da para odnosi si¢ do odpowiedniego modu wej$ciowego (i = 1,2) lub wyjsciowego (i = 3,4). O
ile jednak mody 1 i 2 sg niezalezne (podobnie mody 3,4), o tyle kazdy z modéw wyjSciowych
jest superpozycja modow wejsciowych i na odwrot. Jest bowiem oczywiste, ze zadanie okreslo-
nych pél na wejsciach dzielnika wigzki jednoznacznie determinuje, jakie pola pojawig sie na
wyjSciach. Jak pamigtamy z rozdziatu 2.2.2, przy odpowiednim wyborze faz relacja pomiedzy
polami w modach wychodzacych i wchodzacych dzielnika wigzki ma postac

53:L(51—52)’ 54:é

Zgodnie z réwnaniem (8.7), operator pola (sktadowej o czestosci dodatniej) jest liniowa funkcja
operatora anihilacji, a wiec taka sama relacja musi zachodzi¢ dla tych operatoréw,

(&1+&).

1 1

6l3 = E (611 - az), 614 = — (al + az) . (8.10)

detektory | ® |start
/

® |stop

Rys. 8.1. Interferometr Hanbury’ego-Browna i Twissa.
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Rozdziat 8. Stany witasne liczby fotonéw

Niezalezno$¢ modéw 1 i 2 oznacza, ze operatory odnoszace sie¢ do tych modéw komutuja:
la;, a;] = 0 (podobnie dla modéw 3 i 4, co mozna tatwo sprawdzi¢ podstawiajac wyrazenia z
powyzszych relacji).

Rozwazmy teraz eksperyment HB&T, w ktérym na wejscie 1 interferometru pada wigzka
Swiatla w stanie |y), ktorego wlasnosSci chcemy zbada¢, a mod wejSciowy 2 jest w stanie prézni,
jak na rysunku 8.1. Ograniczymy naszg dyskusje do funkcji korelacji przy zerowym op6Zznie-
niu, czyli do unormowanej $redniej wartosci liczby koincydencji. Koincydencja oznacza, ze na
wyijéciach 3 i 4 w pewnym bardzo krétkim przedziale czasu liczba foton6w jednocze$nie réwna
jest 1. Odpowiednia obserwabla jest 7i371,; przyjmuje ona wartosS¢ 1 jedynie wtedy, gdy liczba
foton6éw na obu wyjsciach réwna jest 1. Unormowana funkcja korelacji ma posta¢

(37y)

(3) ()’

g? 0 =
Srednia warto$¢ iloczynu liczb fotonéw wynosi

N S S
<n3n4>—<a3a3a4a4>—<a3a4a4a3>,

gdzie wykorzystaliSmy fakt, ze operatory odnoszace si¢ do niezaleznych modow 3 i 4 komutuja.
Korzystamy teraz z relacji (8.10) oraz z faktu, ze stanem pdl wejSciowych jest |¥) = [y),]0),, a
wiec a,|¥) = 0. Dostajemy

1 1
aya3]¥) = 5 (a +ay) (a) - ap) = 5@ alY100,.
Poprzez sprzezenie hermitowskie otrzymujemy stad réwniez
wiatat = 1o t ot
( |a3a4_5< |2<w|1alal'

Srednia wynosi wiec
soan_ L4t
(fgiy) = " <a1a1a1a1>

Zwr6¢my uwage, ze uporzadkowanie operatorow jest tu r6zne niz w iloczynie 7, 71;, ktory otrzy-
malibySmy zastepujac liczby fotonéw operatorami wprost w réwnaniu (5.12). Wykorzystujac re-
lacje komutacji mozemy to zapisa¢ w postaci

(ang) = 5 (al (@ra] -1) @) = (A3~ ().

Srednie liczby fotonéw niezbedne do unormowania funkcji korelacji obliczamy w ten sam spo-
soOb, otrzymujac
().

1
2

(ft3) = (fy) =

Stad mamy
n2Y—(n
¢?(0) = ( 1>A <2 1>.
()

Fakt, ze funkcja autokorelacji odnosi si¢ do wigzki na wejéciu 1 i zalezy tylko od jej charaktery-
styk, jest oczywisty, wiec mozemy pomingc indeks 1. Ponadto warto wyrazi¢ Srednig z kwadratu
przez wariancje i zapisa¢ wynik w standardowej postaci

2,52 % 2_ %
@) AR +N"—n (An)*—n
g0 =%



8.3. Kwantowa teoria eksperymentu HB&T i eksperyment HOM

wielko$¢ Q = [(An)? — 1]/ 7i? nazywa sie parametrem Mandela. Widzimy, Ze w rozwaznym tu
przypadku pola jednomodowego rozgrupowanie fotonéw jest powigzane ze statystyka fotonow:
Dla wigzek o statystyce pod-Poissonowskiej g'? (0) < 1.

Latwo mozna teraz zbada¢ dwa wazne przyktady. Dla stanu Foka |n), n > 1, mamy (A n2=0
i fotony sa zawsze rozgrupowane,

1
g?)=1- - (stan Foka).

Szczegélnym przypadkiem jest stan jednofotonowy, dla ktérego g (0) = 0. Natomiast dla stanu
koherentnego (An)? = 71, stad g'¥ (0) = 1.

Innym waznym eksperymentem wykorzystujacym interferometr HB&T jest doswiadczenie
Honga-Ou-Mandela. Mamy tu do czynienia z dwoma identycznymi (tzn. o tej samej czestoSci
i polaryzacji) fotonami, padajacymi jednoczesnie, po jednym na kazdy z portéw wejSciowych
interferometru. Jedli |0) jest stanem, w ktérym na kazdym z portéw wejsciowych (a wiec i wyj-
Sciowych) jest proznia, to stan pola w tym eksperymencie ma postac |V) = a]{ aEIO). Wykonujemy
teraz proste algebraiczne przeliczenie, wyrazajac ten stan poprzez mody wyj$ciowe (stosujgc re-
lacje odwrotne do réwnan (8.10)). Latwo sprawdzi¢, ze ma on postac

a +ala —al 111 2 1 2
wy— 4787 T8y [ 17 _ t
I V2 V2 1 V2 \/E(a4) \/E(a3)

W jezyku p6l wyjSciowych stan pola jest wiec superpozycja stanu dwufotonowego na pierwszym
porcie wyj$ciowym i stanu dwufotonowego na drugim porcie wyj$ciowym. Nie zawiera sktado-
wej, w ktorej po jednym fotonie pada na kazdy detektor, a wiec nigdy nie nastapi koincydencja
— oba fotony zawsze opuszczg interferometr tym samym wyjSciem. Efekt ten jest przejawem
interferencji dwoch fotonéw. W praktyce stuzy do demonstrowania identyczno$ci dwdéch foto-
noéw pochodzacych z r6znych Zrédet badz z r6znych przejs¢ w jednym uktadzie (np. kaskada
biekscyton—ekscyton w kropce kwantowej).
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3.9 Zalezno$¢ mocy lasera (a) oraz wspotczynnika wzmocnienia (b) od mocy pobudzania.
Niebieskie linie: schematyczna zaleznos¢ zgodna z analizg przypadkéw granicznych.
Czerwone linie: rozwigzanie réwnan kinetycznych dla lasera czteropoziomowego. Przyjeto

B=0.05. « ot e 30
3.10 Rozktad gestosci energii w ptaszczyZznie poprzecznej dla wigzek Gaussa-Hermite’a o podanych
nad wykresami liczbach (m, n). Zielone kolo reprezentuje aperture o Srednicy rw. . . . . .. .. 33

3.11 Mody rezonatora w osrodku z dyspersjg. Czerwona linia reprezentuje przykladowa zalezno$¢
czesto$ci od liczby falowej (krzywa dyspersji) dla o§rodka aktywnego. Szarm prostokatem
zaznaczono przedzial czestosci, w ktérym aktywny jest o§rodek. Szara prosta jest styczng do
krzywej dyspersjiw tym obszarze. . . . . . . . ... L L e 33

3.12 Schematyczna reprezentacja obwiedni funkcji wzmocnienia (zielona linia), strat rezonatora
(przerywana linia) i czesto$ci modéw rezonatora (szare stupki). Ciemnoszare stupki
reprezentujag mody, dla ktérych wzmocnienie przewyzsza straty, wiec bedzie zachodzi¢ akcja
JaSETOWA. . . . . o e e e e e e e e 34

3.13 Schematyczna reprezentacja amplitud kolejnych modéw rezonatora (szare stupki) i ich
obwiedni (zielonalinia). . . . . . . . .. . 34

3.14 Impulsy lasera pracujacego w trybie synchronizacji modéw z przesunieciem
obwiednia-noéna. Zwr6¢ uwage na przesuniecie oscylacji pola wzgledem obwiedni

3.15 Uproszczona ilustracja zaniku koherencji. W przypadku fluktuacji fazy zielone strzatki
reprezentuja faze pola (Scislej, warto$é e’?) w réznych powtérzeniach. W przypadku
niejednorodnego uktadu emiteréw przedstawiajgq one w analogiczny sposéb fazy r6znych
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(w rzeczywistodci liczba ta jest oczywiScie znacznie wieksza). Czerwone strzatki reprezentuja
warto$é srednig tych czynnikéw fazowych, proporcjonalng do funkcji korelacji g™V (7). (a)
Chwila poczatkowa 1 = 0. (b,c) P6Zniejsze chwile czasu. (d) Po czasie znacznie dluzszym od

czasu korelacji, T>> T.. . . . ... e 37
3.16 Swiatlo jako ciag paczek falowych o czasie trwania Te. . . o oo v v oo i i 39
4.1 Schemat myslowego eksperymentu: zliczanie fotonéw przy uzyciu idealnego detektora. . ... 41

4.2 Rozktady Poissona (stupki), Plancka (zielone linie) oraz Gaussa (niebieska linia) dla srednich
wartoSci liczby fotonéw wskazanych na rysunkach. W rozktadzie Gaussa przyjeto wariancje
02 = (An)?, czyli taka, jaka ma rozklad Poissona o tej wartosci sredniej. . . . . .. ......... 42

4.3 (a) Wigzka pod-Poissonowska. (b) Sygnat z idealnego detektora. (c) Rozktad prawdopodo-
bieristwa dla liczby fotonéw w przedziale zaznaczonym narysunku (@). . ............. 43

4.4 Schemat pomiaru szumu Srutowego fotodiody. Na podstawie rysunku z ksiazki M. Fox,
Quantum Optics. AN INITOAUCTION. . . . . . . . o o e e e e e e e e e et e et 45

4.5 Schemat elektryczny ukltadu do pomiaru widma mocy szumu $rutowego fotodiody. PD —
fotodioda, R; — op6r roboczy, C - kondensator, A — wzmacniacz. Zrédto: M. Fox, Quantum
Optics. An INtroduction. . . . . . . . . o i v i e e e e e e e e e e e e e 46

4.6 Typowy wynik pomiaru widma mocy szumu detektora. . . . ... ... ... ... ... ...... 49

4.7 Redukcja szumu klasycznego 1/ f: aktywna (a) i pasywna w ukfadzie detekcji zréwnowazonej
(b). Zrédto: M. Fox, Quantum Optics. An Introduction. . . . . .. ... ... ... 50

4.8 Wynik pomiaru widma mocy szumu detektora dla $wiatlta generowanego przez diode
Swiecaca. Na wykresie poréwnano poziom szumu dla baterii zasilajacej diode przez rezystor
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Zrédto: E Wolfl et al., J. Mod. Opt. 45,1147 (1998). . . . . . . o o i e 50

4.9 Ukfad do generacji i detekcji wigzki §wiatla o statystyce pod-Poissonowskiej, wykorzystujacy
rure prézniowa Francka-Hertza [M. Teich, B. Saleh, J. Opt. Soc. Am. B 2, 275 (1985)]. Zrédto
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Spis tabel

Wyniki pomiaréw w eksperymencie Shorta i Mandela. W kolejnych wierszach zawarto: liczbe
powtoérzen, statystyke zliczen (liczbe powtérzen, w ktérych zliczono 0,1,2,3 fotony), a takze
Srednig warto$c¢ i wariancje liczby zliczen oraz warto$¢ parametru Q Mandela. Podano wyniki

zmierzone, jak tez po korekcie uwzgledniajacej niedoskonatosci uktadu pomiarowego (m.in
ciemne zliczenia).
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